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Capítulo 1 


ESPACOS VETORIAIS 


1.1 - ESPAÇO VETORIAL REAL 


Seja um conjunto V, não vazio, sobre o qual estão definidas as opera- 
ções de adição e multiplicação por escalar, isto é: 


Vu, EN tuts V. 
V ae e€ IR. V EV, aa et Y 


O conjunto V com estas duas operaçóes é chamado espaço vetorial real 
se forem verificados os seguintes axiomas: 


A) Em relação à adição: 
A) (u +0) +@ = ú + (2 + O), V 1,v,0 € V 
A) и+о = о +џи, У u, CV 
A) JO € VV C Va OEK 
А) V n S V.B (Z) уун (8)7570 


M) Emrelacáo à multiplicacáo por escalar: 


My) (аВ)и = a (Ви) 


_ Ё O E LL 
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M, (а + В) и = az +Pu 
Mj) a(u+v)=au+av 


Mj) ш = z, 
para V u, u € V e Va, B ER 


e Os elementos д, о, о,..., de um espaço vetorial V são deno- 
minados vetores. 


e Se a definição de espaço vetorial considerasse como escalares o 
conjunto C dos números complexos, V seria um espaço vetorial complexo. 
Entretanto, nesta INTRODUÇÃO A ALGEBRA LINEAR serão considerados 


somente espaços vetoriais reais. 


e Por ter sido dada a definição de forma genérica, para um espaço 
vetorial V qualquer, ela serve para conjuntos diversos, tais como (o que se verá 
a seguir) o IR, o IR, o conjunto das matrizes Mq, пр ete. Assim, conforme seja 
o espaco vetorial considerado, os vetores teráo a natureza dos elementos desse 
espaço e os conjuntos correspondentes terão a mesma “estrutura” em relação 
às operações de adição e multiplicação por escalar. 


e Embora sejam dados exemplos de vários espaços vetoriais, serão 
examinados, de preferência, aqueles cujas aplicações se referem à Geometria 
Analítica. 


Exemplos 

1) O conjunto V = IR = ((x,y)/x,y € IR) é um espaço vetorial com 
as operações de adição e multiplicação por um número real assim definidas: 

(х,у) + (к, y) = (X, + x;, yi + y) 

a (х,у) = (ax, a y) 

Essas operacóes sáo denominadas operacóes usuais. 


Para verificar os oito axiomas de espaço vetorial, sejam и = (x, yj), 
о = (х, у) e w = (xs уз). 
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Aj) (a +) +0 = ((X, y) + (х, y2)) + Gs ys) 
= ((х + X» yi + y2) + Gs ys) 
= ((х + X) + xs, (у + y) + ys) 
= (x, + (x; + x) yi + (у + y3)) 
= (х, yi) + (X; + ху y> + уз) 
= (х, у) + ((х„ Y2) + (хз, ys)) 
= и + (0 +0) 


А) и + V = (х, у) + (х y) 
= (х + х, yi + y) 
= (X; + Xp у; + y) 
= (X» уз) + (к, y) 
= +u 


Az) 30 = (0,0) € IR, Vu ER, и +0 = (xy yı) + (0, 0) 
= (х, +0, y, +0) 
= («y 
= 


А) Vu = (х, y) ER,3 (ш) = (=, -y) € R, 
и + Gu) = (х, y) + (xp Yi) 
= (x, -Xp у-уу) 
= (0,0) = 0 
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My (аВ)и = (28) (х, y) 
((a B) xy, (a B) ул) 
(a (B xj), a (By) 


RUE (В х, By) 
= а (В (x, y) 
= a (Bu) 


М,) (a + B)u = (a + В) (х,у) 
= ((a + В) х, (a + B)y) 
= (a xi + Bx,a у, + By) 
= (a xy a y) + (6x, By) 
= а (х,у) + (х, y) 
-autfu 


М) a (u +v) =a((x, y) + (x; y2) 
= а(х + X» у + y) 
= (a (x, + х), а (у, + y>) 
= (a x, + а x,, G y, + a y.) 
= (ax, ау) + (ах, G y) 
= а (х,у) + € (Xz Y2) 


=qu+av 
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Мл) 1и 


1 (X, y) 
(1 ху, 1y;) 
= (ху) 

и 


II 


2) Assim como um par ordenado (ху, x;) de números reais representa 
um ponto ou um vetor no IR, e uma terna ordenada (x, x», хз) de números reais 
representa um ponto ou um vetor no ТЕ, como se sabe da Geometria Analítica*, 
pode-se dizer, estendendo a idéia, embora sem representação geométrica, que 
uma quádrupla ordenada de números reais (Xy, X2, X3, X4) é um ponto ou um vetor 
do IR e que uma n-upla ordenada de números reais (X; X> Xs ..., x) é um 
ponto ou um vetor do IR”. Analogamente, os conjuntos IR? ТЕ, ..., IR" são 
também espaços vetoriais com as operações usuais de adição e multiplicação por 
escalar. A verificação dos oito axiomas para esses conjuntos é análoga à do IR. 


3) O conjunto IR, em relação ás operações usuais de adição e de 
multiplicação por escalar é um espaço vetorial. De fato, sabe-se que a adição de 
números reais satisfaz os axiomas A}, A,, A; е A, e que, na multiplicação, se 
verificam os axiomas Му, М», M, e My. 


4) O conjunto das matrizes Mq, „у com as operações de adição e 
multiplicação por escalar, definidas nos itens A.8 e A.9 do APÉNDICE, é um 
espaco vetorial. Em particular, o conjunto das matrizes quadradas M, é um 
espaço vetorial em relação às mesmas operações. 


5) O conjunto IR? = ((a, b) /a, be IR) não é um espaço vetorial em 
relação às operações assim definidas: 

(a,b) + (c, d) = (a + c,b + d) 

k (a, b) = (ka,b), КЄК 

Como a adição aqui definida é a usual, verificam-se os axiomas Aj, А», 


A, е A, de espaço vetorial, conforme se viu no Exemplo 1. Logo, não devem se 
verificar alguns (ou algum) dos axiomas relativos à multiplicação. 


* Ver Geometria Analítica. Alfredo Steinbruch e Paulo Winterle, Editora McGraw-Hill. 
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Sejam H= (x, yi) er (xo, ya) e a, B € IR 


М) (eñ) = (eP) & y) 
= ((a B) x y) 
= (a (B xı), y) 
= a (Bx, y) 
= а (В (xy y1)) 
= а (Bu) 

(Este axioma se verifica) 

M>) (a +6) u = (a + В) (xv y) 
= ((a + В) х,у) 
= (ax, + Bx, y) 
* а (х,у) + (х,у) 
= (ax, у!) + (xv yi) 
= (ах, + Вх, 2у;) 


Como se vé, (a + B) u аи + В u e, portanto, não se verificando, no 
mínimo, o axioma М,, o conjunto de que trata este Exemplo náo é um espaco 
vetorial. 


1.2 - PROPRIEDADES DOS ESPAÇOS VETORIAIS 


Da definição de espaço vetorial V, decorrem as seguintes propriedades: 
I) Existe um único vetor nulo em V (elemento neutro da adição). 
П) Cada vetor u € V admite apenas um simétrico (-u) є V. 


III) Para quaisquer 4,v, v E V,seu + w =v + о, entáo y = v. 
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IV) Qualquer que seja v € V, tem-se: -(-v) = v, isto é, o oposto de 
- ёр. 

V) Quaisquer que sejam y, v € V, existe um e somente um x, tal que 
p+x=0 

VI) Qualquer que seja v є V, 00 = 0. O primeiro 0 é o número real 
zero e o segundo é o vetor zero. 

VII) Qualquer que seja À € IR, 40 = 0. 

УШ) Av = 0, implica 4 = 0 ou v = 0. 

IX) Qualquer que seja v € V, (-1)v 5-0. 

X) Quaisquer que sejanv € V e 4 € IR, (4) о 54(-) = (Av). 


1.3 — SUBESPACOS VETORIAIS 


Sejam V um espaço vetorial e S um subconjunto não-vazio de V. O 
subconjunto S é um subespaço vetorial de V se S é um espaço vetorial em relação 
à adição e à multiplicação por escalar definidas em V. 


A definição parece indicar que, para um subconjunto S ser subespaço 
vetorial de V, se deveria fazer a verificação, em S, dos oito axiomas de espaço 
vetorial relativos à adição e à multiplicação por escalar. Entretanto, como S é 
parte de V (que é espaço vetorial), não é necessária essa verificação. Para citar 
só um exemplo, o axioma A, (g + v = о + и) não precisa ser examinado porque 
se a comutatividade da adição é valida para todos vetores de V, ela valerá para 
todos vetores de S. A seguir, as condições para um subconjunto S ser subespaço 
vetorial de V. 


e Um subconjunto S, não-vazio, de um espaço vetorial V, é um 
subespaço vetorial de V se forem satisfeitas as seguintes condições: 


D Para quaisquer 4, v ES, 4 + v € S. 
ID Para quaisquer a € IR, uy ES, au ES. 
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De fato: se 4 é um vetor qualquer de S, pela condição II, a 4 € S para 
todo а € IR. Fazendo a = 0, vem Qu ES, ou seja, 0 € S (axioma Ay); fazendo 
а = -1, tem-se (-1)и = -u € S (axioma Ay). Os outros axiomas Ау, М}, M;, М» 
e M, de espaco vetorial sáo verificados em S por ser S um subconjunto náo-vazio 
de V. 


e Todo espaço vetorial V * (0) admite, pelo menos, dois subespaços: 
o conjunto {0}, chamado subespaço zero ou subespaço nulo e o próprio espaço 
vetorial V. Esses dois sáo os subespacos triviais de V. Os demais sáo denomina- 
dos subespacos próprios de V. 


e Ossubespacos triviais do IR?, por exemplo, são ((0, 0) } e IR?, enquan- 
to os subespaços próprios são as retas que passam pela origem do sistema de 
referência. De modo análogo, os subespacos triviais do Ї são ((0, 0, 0)) e o 
IR, os subespaços próprios do IR? são as retas e os planos que passam pela 
origem do sistema de referência. 


Exemplos 


1) Sejam V = IReS = ((x y)) E I2⁄y = 2x} ou S = ((x,2x);x E IR}, 
isto é, Sé o conjunto dos vetores do plano que tém a segunda componente igual 
ao dobro da primeira. Observe-se que S = @, pois (0, 0) € S. (Daqui por diante, 
fica dispensada a necessidade de verificar se o conjunto é náo-vazio porque os 
exemplos tratarão somente de conjuntos não-vazios.) Se S é subespaço vetorial 
de V = IR, S deve satisfazer às condições I e П. Para и = (x,2x) € Se 
о = (х, 2x;) € S, tem-se: 


D u + u = (x, + x, 2х, + 2x) = (x, + x» 2(x, + x,)) € S pois a 
segunda componente de y + v é igual ao dobro da primeira. 

П) au = a (x, 2x,) = (аху,2аху) ES pois a segunda componente de 
au é igual ao dobro da primeira. 

Portanto, S é um subespaco vetorial do IR? . Esse subespaço S repre- 


senta geometricamente uma reta que passa pela origem do sistema de referéncia 
(Fig. 1.3). 
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A$ >. m — m — — — — — - = 


Figura 1.3 


Observe-se que ao escolher dois vetores u ev da reta y = 2x, o vetor 
и + v pertence à reta e, se se multiplicar um vetor и da reta por a, o vetor аш 
também estará na reta. Se a reta dada S náo passar pela origem, S náo é um 
subespaco vetorial do IR, Assim, para a reta 


S = ((x, y) € Ry = 4-2x) ou S = ((x, 4 -2x);x € IR) eos vetores 
и = (1,2) ev = (2, 0) de S, verifica-se queu +v = (3,2) € S. 


e Osexemplos destas duas retas sugerem, para qualquer subconjunto 
S de um espaço vetorial V, que sempre que 0 É S, S não é subespaço de V. 
Esse fato é sempre útil para detectar, muitas vezes de imediato, que um 
subconjunto S não é subespaço vetorial. No entanto, não se pense que só pelo 
fato de 0 € S, o subconjunto S seja subespaço vetorial. É o caso do subconjunto 


= f(x, |x|); х € IR) C IR. 


Observe-se que, nesse subconjunto, (0, 0) E S e que para os vetores 
и = (3,3)ev = (-2, 2) de S, и + v = (1,5) ÉS, o que mostra não ser S 
subespaço vetorial do IR, 
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2) Sejam V = IR e S = ((x y, 0); x, y € IR), isto é, Sé o conjunto dos 
vetores do IR que têm a terceira componente nula. 


Parau = (x,y, 0) ev = (х, y> 0), tem-se: 


Du + = (x, + х,у, + y> 0) Є S, pois a terceira componente de 
и + v é nula. 


П) au = a(x, y; 0) = (ох, бу, 0) € S, pois a terceira componente de 
ou é nula. 


Logo, S é um subespaco vetorial do IR?, 
3) Sejam V = IR eS = ((x, y, z) € IR/2x + 3y - 42 = 0). Nesse caso: 


и = (x), Yp z1) € S implica 2x, + 3y; - 4z, = 0 
v = (x4, y>, Z2) € S implica 2x, + 3y, - 42, = 0 


I) Somando, membro a membro, as duas igualdades, vem: 
2 (хү + x) + 3i + у) - 4(Z, + 22) = 0 
Essa igualdade mostra que: 
и + = (х + х,у T y> 2 + 72) € S, 
pois as coordenadas de u + v satisfazem a equação 2x + 3y - 4z = 0. 
II) Por outra parte, 
Qu = (ох, Gy), ат) € S, 
pois, se 
2x, + 3y,- 42 = 0, então 
а(2х, + 3y, - 421) = 0 
ou 


2(ax,) + 3(ay,) - 4(az,) = 0, 
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o que demonstra que as componentes de a и satisfazem a equação 2x + 3y - 42 = 0. 
Logo, S é um subespaco vetorial do IR, Esse subespaco S representa um plano 
passando pela origem do sistema de referéncia. 


4) Sejam V = Mg, ņ e S o conjunto-solução do sistema linear 
homogéneo: 


3x + 4у - 2z = 0 
2x+ y- z=0 
x+3y- z=0 
Fazendo: 
3 4 52 x 0 
A=12 1.-1 X= |у e б= |0 
PESA no; 7 01, 


o sistema, em notacáo matricial, será dado por АХ = 0, sendo X elemento do 
conjunto-solucáo S. Se 


Х, Х, 
и = Ху = |у, е v=X,= y 
21 22 


sáo soluçóes до sistema, entáo: 
AX,=0 e AX,=0 
I) Somando, membro a membro, as duas igualdades, vem: 
A (X, + Х,) = 0, o que implica X, + X, € S, 


isto é, a soma de duas soluções é ainda uma solução do sistema. 


П) Por outra parte, multiplicando por @ a primeira igualdade, vem: 


а (AX,) = a 0 ou A(aX;) = 0,0 que implica aX, € S, 
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isto é, o produto de uma constante por uma solução é ainda uma solução do 
sistema. Logo, o conjunto-solução S do sistema linear homogêneo é um sub- 
espaço vetorial de Mg, у). 


e O subespaço S é também chamado espaço-solução do sistema 
AX = 0. 


e Se um sistema linear é não-homogêneo, o seu conjunto solução S 
não é um subespaço vetorial (verificação a cargo do leitor). 


5) Sejam 


PAMEN HE a b, cç, d € R] e S= ЇЇЕ |: є R}, 


isto é, S é o conjunto das matrizes quadradas de ordem 2, cujos elementos da 
segunda coluna são nulos. 


Para quaisquer 
a 0 a 0 
и = | °= |. | ES e ає IR, tem-se: 


Du+ves; 
ID au €S.- 


Logo, S é um subespaço vetorial de M}. 


1.4 - COMBINACÁO LINEAR DE VETORES 


Sejam os vetores 1), v», ..., v, do espaço vetorial V e os escalares ац, az, ..., а,. 
Qualquer vetor v € V da forma 
VU = QU. + a, +.. + a, 


n n 


é uma combinação linear dos vetores V4, u>, ..., Vp 
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Exemplo 


No espaço vetorial IR, o vetor v = (-7, -15, 22) é uma combinação 
linear dos vetores v, = (2, -3, 4) e v, = (5, 1, -2) porque: 


v=40,-3v, 
De fato: 
(-7, -15,22) =4(2,-3,4)-3(5,1,-2) 


= (8, -12, 16) + (-15, -3, 6) 
= (-7, -15, 22) 


1.4.1 — Problemas Resolvidos 


Os problemas 1 a 3 se referem aos vetores v, = (1, -3, 2) е 
v, = (2, 4, -1) do IR. 


1) Escrever o vetor v = (-4, -18, 7) como combinacáo linear dos 
vetores v, € v5. 


Solução 
Pretende-se que: 
о = a, + ам» 

sendo a, е a, escalares a determinar. Deve-se ter: 
(-4, -18, 7) = a, (1, -3, 2) + a, (2, 4, -1) 
(-4, -18, 7) = (a, -3 a, 221) + (2а, 4а, -2,) 
(4, -18, 7) == ( а, + 285, -3 а, + 4а», 2 а; x 85) 
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Pela condição de igualdade de vetores, como se sabe da Geometria Analítica, 
resulta o sistema 


- 3a, + 4а, = - 18 
284 - а, = 7 


cuja solução é: a, = 2 e a, = 3. 
Portanto: v = 2v, - 3v, 


2) Mostrar que o vetor v = (4, 3, -6) não é combinação linear dos 
vetores v, e v. 


Solução 


Deve-se mostrar que não existem escalares a, e a,, tais que: 
v = aW + ay, 
' Utilizando procedimento análogo ao do problema anterior, vem: 


(4,3, -6) = a,(1, 3,2) + a,@, 4, -1) 
(4, 3, -6) = (aj, -3 a, 2 a,) + (2а,, 4а,, -a;) 
(4, 3, -6) = ( a, F 2a», -3 а + 4а,, 2 а, =: а,) 


Desta última igualdade, resulta о sistema: 


a + 2а,- 4 
2a- q=-6 


sistema esse que é incompatível, o que comprova nào poder o vetor ser escrito 
como combinação linear de v, e z. 


3) Determinar o valor de к para que o vetor и = (-1, к, -7) seja 
combinação linear de v, e v. 
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Solução: 
Deve-se ter: 

и =a, + av, 
(-1,к,-7) = a, (1, -3, 2) + a, (2, 4, -1) 
(-1,k,-7) = (a, 3 a,,2 a,) + (2a,, 4а,, -a;) 
(-1,k, -7) = (a, + 2a, -3 a, + 4a, 2 a, -a;) 


Dessa igualdade, vem o sistema 


a, + 2а, = - 1 
-3a + 4а, = к 
2a, > a a 7 


do qual resulta, como solução do problema proposto, к = 13 (a, = -3 e a, =1). 
De fato: 


(-1,13,-7) = -3 (1, 3,2) + 1 (2, 4, -1) 
= (-3, 9, -6) + (2, 4, -1) 
= (-1, 13, -7) 
4) Verificar de quantas maneiras o vetor v = (5,2) € IR pode ser escrito 
como combinação linear dos vetores v, = (1, 0),v, = (0, 1) ev, = (3, 1). 


Solução 


(5,2) = av, + ао, + аур» 

(5,2) = a, (1, 0) + a, (0, 1) + a, (3, 1) 
(5,2) = (a, 0) + (0, a2) + (Заз, аз) 
(5,2) = (a, + 3a, a, + ay). 
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Dessa igualdade resulta o sistema 


a, + За, 
а + а; 


5 a, = 5 - 3a, 


ou 
2 а, 2, Е аз 


е, portanto, рага сайа valor arbitrário atribuído а а; se obtém um valor рага а; 
e outro para a,. Assim, o vetor v pode ser escrito de infinitas maneiras como 
combinação linear dos vetores v,, v, € v,. 


1.5 - SUBESPACO VETORIAL GERADO 


Sejam V um espaço vetorial e A = (1, v, ..., Vj) C V, A # @. O 
conjunto 5 de todos os vetores de V que são combinações lineares dos vetores 
de A é um subespaco vetorial de V. De fato, se 


и = a, + a, + ... + 2,0, 


v = boy, + bw, +... + by, 


sáo dois quaisquer vetores de S, pode-se escrever: 
Du+v=(a + b,)0, + (а, + b,)% +... + (a, + bv, 
П) ад = (ca)v, + (2a5)u; +... + (аа„)®„ 


istoé,u +v ES e au ES por serem combinações lineares de 1), Vy, ..., Up. 
Logo, S é um subespaco vetorial de V. 


e О subespaco S diz-se gerado pelos vetores v, u>, ..., Vp, OU gerado 
pelo conjunto А e se representa por S = [v,, v, ..., Va] ou S = G(A). 


e Os vetores v,, Vz, ..., v, 580 chamados geradores do subespaço S, e A 
é o conjunto gerador de S. 


e Todo conjunto A c V gera um subespaco vetorial de V, podendo 
ocorrer que G(A) = V, caso em que A é o conjunto gerador de V. 
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Exemplos 
1) Osvetores e, = (1, 0)e e, = (0, 1) geramo espaço vetorial V = R, 
pois qualquer par (x, y) € IR é combinação linear de e, e ez: 
(x, y) = хе, + ye, = x (1,0) + y (0,1) = (x, 0) + (0, y) = (х,у) 
Assim, [e,, ej] = IR, 
2) Os vetores e, = (1,0, 0) e e, = (0, 1,0) do IR geram o subespaço 
= [(x,y,0) € I / x, y € IR], pois: 


(х,у,0) = xe, + ye; = x(1, 0,0) + y(0, 1,0) = (x,0,0) + (0, y, 0) 


(x, y, 0), 


isto é, [e, ез] = S é subespaco próprio do IR e representa geometricamente о 
plano x O y (Fig. 1.5). 


d 
P (x, y, 0) 


x Figura 1.5 
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3) Os vetores e, = (1, 0, 0), e, = (0, 1, 0) e ez = (0, 0, 1) geram o 
espaco vetorial V = IR, pois qualquer vetor v = (x, y, z) € IR é combinação 
linear de e4, e; e ез: 


(x,y,Z) = хе, + ye, + ze; = x(1, 0, 0) + y(0,1,0) + z(0, O, 1) 
= (x,0,0) + (0, y, 0) + (0, 02) 
= (x, y, 2). 


Assim, [е;, €> ез] = IR. 


1.5.1. — Problemas Resolvidos 


1) Verificar se o conjunto A = (v, = (L2), v; = (3, 5)) gera o IR. 
Solução 


Para e o conjunto À gere O IR? é necessário que qualquer vetor 
v = (x,y) € IK seja combinação linear de v, ev, isto é, devem existir números 
reais a, e a, tais que: 


о = ару, + ay, 
(y) =а1(1,2) + а, (3,5) 
(х,у) = (а, 2а) + Ga, 5а,) 
(xy) = (a, + За, 2а; + 5a). 
Dessa igualdade resulta о sistema: 


a, + За = x 
2a, + 5а, 


que, resolvido em função de x e y, fornece: 
a = -5х + Зу е а, = 2х-у, 


isto é, G(A) = 
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Se v =(x,y) = (5, 8), por exemplo: 

(5,8) = (-5х5 + 3x8), + (2 x 5 - 8)u; 
= -1(1,2) + 2(3, 5) 
= (-1,-2) + (6, 10) 
= (5,8) 


2) Verificar se os vetores € = (1,0), e, = (0,1) eo = (7, 4) geram 


Solução 


Para que os vetores бү, e; € w gerem O IR é necessário mostrar que 
ara qualquer vetor v = (x, y) € IR existem números reais a, à € аз tais 
пе: 


Us a, €, + а,е, t a40 
(y) = 2310) + 2,0, 1) + 2407, 4) 
(x y) (a, 0) + (0, aj) + Са, 4a4) 
(хуу) = (a + 7a, a, + 40). 


| 


Jessa igualdade resulta o sistema: 


APIO АХ a, = x- 78 
ou 
a, t 4a= 


| 
< 


Fazendo, por exemplo, as = 2, vem: 


a, = x- 14 


a, = у-8 


20 Introdução à Álgebra Linear 
e, portanto, 
(x, y) = (x- 14) e, + (y - 8)е, + 20, 


isto é, [e,, e», @] = IR. 


Se, por exemplo, v = (x,y) = (3, 10), vem: 


(3,10) =(3-14)e, + (10- 8)e, + 20 
-11(1, 0) + 2(0, 1) + 2(7, 4) 
(1, 0) 002) + (4, 8) 

= C11 + 14,2 + 8) 


= (3, 10) 


e É interessante assinalar que, no problema 1, o espaço vetorial IR 
foi gerado por 2 vetores e, neste problema, por 3 vetores. De modo análogo 
pode-se mostrar que o IR pode ser gerado por 3, 4 ou mais vetores. O fato sugere 
que um espaço vetorial dado pode ser gerado por um número variável de 
vetores. No entanto, existe um número mínimo de vetores que gera um espaço 
vetorial: esse número mínimo será estudado mais adiante. 


1.6 — ESPAÇOS VETORIAIS FINITAMENTE GERADOS 


Um espaço vetorial V é finitamente gerado se existe um conjunto finito 
A C V,tal que V = G(A). 


Os exemplos de espacos vetoriais dados sáo todos de espacos vetoriais 
finitamente gerados. Por exemplo, foi visto que o IR? é gerado por um conjunto 
de 3 vetores. Embora existam espacos vetoriais gerados por um conjunto de 
infinitos vetores, aqui seráo tratados somente espacos vetoriais finitamente 
gerados. 
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1.7 — DEPENDÉNCIA E INDEPENDÉNCIA LINEAR 


Sejam V um espaço vetorial e A = { v4, V3, ..., u y CV. A equação 

аууу +a70,+...+a,U, = Ü (1) 
admite, pelo menos, uma solução, a solução trivial: 

a, = а, = ... = а, = 0 


Diz-se que o conjunto A é linearmente independente (LI) ou que os 
vetores V4, v, ..., v, São LI no caso de a equação (1) admitir apenas a solução 
trivial. 


Se existirem soluções a, + 0, diz-se que o conjunto А é linearmente 
dependente (LD) ou que os vetores v,, Va ..., v, são LD. 


Exemplos 


1) No espaco vetorial IR?, os vetores e, = (1, 0) e e, = (0, 1), sáo LI. 
De fato: 


ауе, + ае, = 0 
а; (1,0) + а, (0, 1) = (0, 0) 
(4,0) + (0, а,) = (0, 0) 
4 a,, 85) = (0, 0) 
isto é: 
a=0 e a=0 


2) No espaço vetorial IR, os vetores e, = (1,0, 0), e, = (0, 1, 0) 
ee, = (0, 0, 1) são LI. A verificação é análoga à do Exemplo 1. 
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3) No espaço vetorial IR, os vetores v, = (2,3) ev, = (-4, -6) são LD. 
De fato: 


av +а,о, = 0 
a, (2, 3) + a, (-4, -6) == (0,0) 
(28, 3a,) + (-4a,,-6a,) = (0,0) 
(2a,- 4а„ 3a,- 6a,) = (0,0) 
Dessa igualdade resulta o sistema 
2a, - 4а, = 0 ` 
За, - ба, = 0 
que admite a solução a, = 2 a, Fazendo, por exemplo, a, = 3, se obtém a, = 6 
e a equacáo 
av +a,0,=0 
fica: 
6 (2,3) + 3 (4, -6) = (0,0) 


Logo, v; e v, são LD porque a equação acima se verifica para coeficientes de 
vı е v, diferentes de zero. 

4) No espaço vetorial IR, os vetores e, = (1,0), e, = (0,1) eo = (7,4) 
sáo LD. De fato: 

ае, + a,e, + a,@ = 0 

a, (1,0) + a, (0,1) + a, (4,7) = (0,0) 

(a, 0) + (0, а,) + (4 a, 7 aj) = (0,0) 

(a, + 4a, a, + 7a,) = (0,0) 
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Dessa igualdade se obtém o sistema: 


+ T Тэн 


a, + 7a, = 0 a, = - 7a, 
fazendo a4 = 2, por exemplo, vem: 


a, = -8 e a, = -14 


-8 (1,0) - 14 (0,1) + 2 (4,7) = (0,0) 
Logo, os vetores e, e; e œ são LD porque a equação acima se verifica para 
coeficientes de e,, e, e w diferentes de zero. 

5) No espaço vetorial IR, os vetores v, = (6,2,3) e v, = (0,5,3) são LI. 
De fato: 

a, (6,2,3) + a, (0,5,3) = (0,0,0) 

(6a, 2a,, 3a,) + (0, 5a, За,) = (0,0,0) 

(6a, 2a, + Sa, За, + 3a,) = (0,0,0) 


ou 
ба, -0 
2a, + 5а, = 0 
3a, + 3a, = 0, 


sistema que admite somente a solução trivial: a, = a, = 0.Portanto,osvetores 
V, e v, são LI. 
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1.7.1 — Propriedades da Dependéncia e da 
Independência Linear 


D O vetor v =0 do espaço vetorial V é LD, pois para qualquer 
а 0: 


П) Um único vetor v * 0 do espaço vetorial é LI, porque a igualdade 
av = 0 só se verifica para a = 0. 


HI) Se um conjunto A C V contém o vetor nulo, A é LD. De fato, se 


A E TOU us. su UE a equacao; 


Qv, + 0v, + «+ a 0 375100 sg 


se verifica para a 0. Logo, A é LD. 


IV) Se num conjunto de vetores não nulos A = {v}, v, .., Vn} um 
deles é combinacáo linear dos outros, o conjunto é LD. De fato, supondo 
n = 3 e>, = av, + a v, pode-se escrever: 


-Tv Ha ЖЕ a,u,= 0 


Nesta igualdade existe, pelo menos, um. a; # 0 (a, = -1), o que prova ser 
A = (v, v, v4) LD. 


Reciprocamente, se um conjunto de vetores não nulos А = {01,0,, V3} 
é LD, um deles pode ser escrito como combinação linear dos outros. De fato, 
por definição, um dos coeficientes da igualdade 


av, + av, + av; = 0 
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deve ser diferente de zero. Supondo , por exemplo, que а, * 0, vem: 


AV, = -4101 - 8305 


e, portanto, 9, é combinação linear dos outros dois vetores. 


A demostração seria análoga para um conjunto de vetores não 
nulos А = {v}, >, ..., v) 


e Esta propriedade pode ser enunciada de forma equivalente: um 
conjunto A = (v, v; ..., v,) é LI se, e somente se, nenhum dos vetores for 
combinacáo linear dos outros. 


e Para o caso particular de dois vetores pode-se dizer: dois 
vetores v, e v, sáo LD se, e somente se, um vetor é múltiplo escalar do outro. 


No exemplo 3, item 1.7 viu-se que os vetores v, = (2,3) ev; = (-4,-6) 
são LD, devendo-se notar que v; = -2 01, isto é, v; é múltiplo escalar de v,; no 
exemplo 5, mesmo item, viu-se que os vetores v, = (6,2, 3) e v, = (0, 5, -3) são 
LI, pois v, * k v, para qualquer k € IR. 


V) Se uma parte de um conjunto A C V é LD, A também é LD. De 
fato, supondo que em 


Ay (Ue Ds, сыс 

a parte 
Ay = {v V» -2 9) é LD, 

o que significa existirem а, + O que satisfazem a igualdade: 
аууу + ам, + ...+ ал, = 0 

e esses mesmos a, + 0 também satisfazem a igualdade: 


аүр + ad, +... +a, + Ud F- +00, = 0 
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Logo; Ao t vg rro SED: 


VI) Se um conjunto A C V é LI, qualquer parte A; de A é também LI. 
De fato, se A, fosse LD, pela propriedade anterior, o conjunto A seria LD, o 
que contraria a hipótese. 


VID Se A = [v v, C Vé LIe B = {v n Vn w} € VÉLD, wé 
combinação linear de v4, ...,v,. De fato, se B é LD, existem escalares ay, ..., а„, b, 
nem todos nulos, tais que: 

av, +... + aV, + bw = 0 

Se b = 0, entáo algum dos a, náo é zero na igualdade: 


aU, +... + а,0, = 0 


о que contradiz a hipótese de que A é LI. Por conseguinte, b # 0 e: 


bo = -aq0,-..- aqu, 
Б nn iom oas NE 
@ p” bn 


isto ё, œ é combinação linear de v,, ..., Up. 


1.7.2 — Problemas Resolvidos 


Nos problemas de 1 a 3 verificar se são LD ou LI os conjuntos dados. 
1) A = {(5,7), (3,8)} C IR? 
Solução 


O conjunto, por ter dois vetores tais que um não é múltiplo escalar do 
outro, é LI. 


2) A = {(12,6), (4,2)) C IR? 
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Solução 


O conjunto, por ter dois vetores tais que um é múltiplo escalar do outro 
(o 12 é o triplo do 2º), é LD. 


3) A = {(1,2,3), (0,1,2), (0,0,1)} C IR? 
Solução 
Seja a equação: 
a,(1,2,3) + a,(0,1,2) + a4(0,0,1) = 0 
(a, 2a4, 3a,) + (0, a, 2а,) + (0,0,аз) = (0,0,0) 
(a, 2a, + a, 3a, + 2a, + аз) = (0,0,0) 
Dessa igualdade resulta o sistema 
a, 


2a, + a, 


0 
0 
0 


que admite somente a solução trivial: a, = a, = az = 0. Portanto, o conjunto é 
LI. 


1.8 — BASE E DIMENSÃO 


1.8.1 — Base de um Espaço Vetorial 


Um conjunto B = (v,, ..., v,) C V é uma base do espaço vetorial V se: 
D BéLI 
ID BgeraV 
Exemplos 
1) B = ((1,0), (0,1)) é base do IR?, denominada base canónica. De fato: 
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D B é LI (ver Exemplo 1, item 1.7) 

П) B gera IR? (ver Exemplol, item 1.5) 
2) B = ((1,2), (3,5)) é base do IR?, De fato: 

D Bé LL 

ai(1, 2) + а,(3, 5) = (0,0) 

(a, 2a,) + (За,, 5а) = (0,0) 

(a, + 3a, 2a, + 5a;) = (0,0) 


ou 


2a, + 5а, = 0 


| a, + 3а, = 0 


sistema que admite somente a solucáo trivial (a, = a, = 0), o que confirma ser 
B LI i 


ID B gera o IR? (ver Problema 1, item 1.5) 
3) В = (e, = (1,0,0), e, = (0,1,0), ез = (0,0,1)) é base da IR?. De fato: 
I) BéLI (ver exemplo 2, item 1.7) 
II) B gera IR? (ver exemplo 3, item 1.5) 
4) B = (u, = (1,1,1), v, = (1,1,0), v, = (1,0,0)) é base do IR?. De fato: 
I) BéLI 
a,(1,1,1) + a,(1,1,0) + a4(1,0,0) = 0 
(a, a, a1) + (a, a2, 0) + (25,0, 0) = (0,0,0) 
(a, + a, + a, ar + a, aj) = (0,0,0) 
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ou 


atata = 0 
а, + a, 0 
a, 0 


sistema que admite somente a solução trivial (a, = a, = as = 0), o que confirma 
serB Ll. 


II) B gera о IR?. De fato, qualquer vetor v = (x, y, 2) é combinação 
linear de v4, v; e vs: 


(х,у, Z) = аю, + ао, + ass 
(х,у, z) = a,(1,1,1) + a,(1,1,0) + a4(1,0,0) 
(x, y, z) Е (2,,24,31) 22 (а, 82, 0) Яс (az, 0, 0) 


(x,y,z) = (a, + a, + аза, + a, a) 
ou 


a ta, +а = х 
a + a, 
ау = 2 


| 
< 


isto é, a, = Z, à = y - Z € as = x - y; portanto: 

(х,у,2) E z(1,1,1) "m (y-z)(1,1,0) ag (x-y)(0,0,1), 
o que comprova ser qualquer vetor v = (x,y,z) combinação linear de v,,v; e vs. 
Logo, [v], 72, v3] = IR. 


5) B = {(1,2), (2,4)} não é base do IR? pois B é LD (verificação análoga 
à do exemplo 3, item 1.7). 

6) B = {(1,0), (0,1), (7,4)) não é base do IR?, pois é LD (ver exemplo 
4, item 1.7). 
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1.8.2 — Dimensáo de um Espaco Vetorial 
Se V é um vetorial e possui uma base com n vetores, V tem dimensáo 
n. A dimensáo de V se indica por dim V = n. 


e O espaço vetorial {0}, constituído somente pelo vetor nulo, é de 
dimensão zero. 


Exemplos 

1) dim IR? = 2 (ver exemplos 1 e 2, item1.8.1). 
2) dimIR? = 3 (ver Exemplos 3 e 4, item 1.8.1). 
3) dim {0} = 0 


1.8.3 — Propriedades Relativas à Base e à Dimensão 


1) Qualquer conjunto LI de um espaço vetorial V é base do subspaço 
por ele gerado. Por exemplo, o conjunto 


= (e, = (1,0,0), e; = (0,1,0))C IR 
gera o subespaco: 
S = ((x, y, 0) € IR?/ x, y € IR) (ver Exemplo 2, item 1.5) 


Como B é também ГД, B é base de S. 


ID Se B = (v, v; ..., Va} for base de um espaço vetorial V, todo 
conjunto com mais de n vetores de V é LD. 


Para simplificar, sejam dim V = 2e B = (v,, v] uma base de V e 
considere-se В’ = {0}, 0», @} C V . Pretende-se mostrar que В’ é LD. Para 
tanto é suficiente provar que existem escalares x; (com i — 1, 2, 3), nào todos 
nulos, tais que: 


Xj0; + X40, + X404 = Ü (1) 
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Tendo em vista que B é uma base de V, os vetores de B' podem ser 


escritos como combinação linear dos vetores de B, isto é, existem escalares 
а, b, c; (i = 1,2), tais que: 


ou 


(1, = byv; + bw, (2) 


@ = сүйү + GU, 
Substituindo-se w4, w, e œw, de (2) e (1), vem: 


x (aro, + азо) + x(bw + bava) + xs(cu, + со) = 0 


(ax, + bx, + сүх )0, + (ax + bx + c,x3)u, = 0 


Por serem v, e v; LI, tem-se 
ap + bo ex = 0 
0 


I 


ах; + Dx, + хз 


Esse sistema linear homogéneo, por ter m = 3 variáveis (x, X, e x,) en = 2 
equações (m > n), admite soluções não triviais, isto é, existe х, + 0, o que prova 
que Bé LD. 


A demonstração pode ser estendida, com raciocínio análogo, para B 


contendo n vetores e B'm vetores, com m > n. 


Esta propriedade assegura que, num espaco vetorial V de dimensáo n, 


qualquer conjunto LI de V tem, no máximo, n vetores. Assim, por exemplo, já 
se viu que dimensáo IR? = 2 e, portanto, no IR? o número máximo de vetores 
LI é 2 e todo conjunto com mais de 2 vetores (Exemplo 4, item 1.7) é LD. 


Ш) Duas bases quaisquer de um espaco vetorial tém o mesmo número 


de vetores. De fato: 
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Sejam A = (v, ...,v,) e B = (o, .., 0,,) duas bases de um espaço 
vetorial V. Como A é base e B é LI, pela propriedade anterior n > m. Por outra 
parte, como B é a base e A é LI, deve-se ter n < m. Logo n = m. 


IV) SeB = {v}, v, ..., Va } é uma base de um espaço vetorial V, qualquer 
vetor v € V se exprime de maneira única como combinação linear dos vetores 
de B. De fato, tendo em vista que B é uma base de V, para qualquer v € V pode 
se escrever: 


u = ay + a> +. +20, (3) 


Supondo que o vetor v pudesse ser expresso como outra combinacáo linear dos 
vetores da base, ter-se-ia: 


v = bw + bw, + ... + bu, (4) 
Subtraindo, membro a membro, a igualdade (4) da igualdade (3), vem: 

0 = (a,-b,)0, + (a,-b;)u, +... + (a,-b,)v, 

Tendo em vista que os vetores da base sáo LI: 

ab = 0, a,b, =0,..., a,-b, = 0, 
isto é: 

a, = b,, a, = b,,..., a, = b, 


Os números ац, а, ..., a, São pois, univocamente determinados pelo 
vetor v e pela base {v}, Va, ..., v). 


V) Se V é um espaco vetorial tal que dim V = ne S é um subespaco 
vetorial de V, então dim S < n. 


No caso de dim SŠ = n, tem-se S = V, isto é, S é subespaco trivial de V; se 
dim S < n, S é subespaco próprio de V. 


VI) A dimensáo de um subespaco vetorial pode ser determinada pelo 
número de variáveis livres de seu vetor genérico. O fato pode ser verificado por 
meio do seguinte problema: Determinar a dimensáo do subespaco 
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S = ((x,y,z) € IR3/2x + y + z = 0). 
Isolando z (ou x, ou y) na equacáo de definicáo, tem-se: 
z = -2x-y, 
onde x e y sáo as variáveis livres. Para qualquer vetor (x, y, 2) € S tem-se: 


(x,y,z) = (x, y, -2х-у) 
ou 
(x,y,z) = (x, 0, -2х) + (0,y,-y) 
ou ainda, 
(x,y,z) = x(1,0,-2) + y(0,1,-1), (1) 


isto é, todo vetor de S é combinação linear dos vetores (1,0,-2) e (0,1-1). Como 
esses dois vetores geradores de S são LI, o conjunto ((1,0,-2), (0,1,-1)) é uma 
base de S e, consequentemente, dim S = 2. 


Mas, tendo em vista que a cada variável livre x e y corresponde um vetor 
da base na igualdade (1), conclui-se que o número de variáveis livres é a dimensão 
do subespaço. 


e Se se desejasse apenas obter uma base do subespaço S, se adotaria, 
na prática, um processo simplificado. Assim, no subespaço S onde z = -2x-y, 


fazendo x = ley = l,vem:z = -2-1=-3 -.v, = (1,1,-3), 
fazendo x = -1еу = 2, vem: z = 2-2 = 0 о, = (-1,2,0), 


oconjunto S = ((1,1,-3), (-1,2,0) } é outra base de S. Na verdade, S tem infinitas 
bases, porém todas com dois vetores somente. 
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1.9 — COMPONENTES DE UM VETOR 


Na propriedade IV do item anterior, viu-se que vEV é expresso assim: 


Vv=40+ а Б ар 


пп? 


sendo B = {v}, >, ..., v, uma base de V. Os números a;,a,, ..., à,, univocamente 
determinados por v e pela base B, sáo denominados componentes ou coorde- 
nadas de v em relacáo á base B. 


e Um vetor v € V (dim V = n), de componentes ау, аз, ..., a, em 
relação a uma base B, é indicado por v; e se representa por: 


Un = (5 аы da) 


O mesmo vetor v pode ser representado na forma matricial: 


e Osvetores de uma base B = (v,,v,, ..., V,) de um espaço vetorial V 
podem ser representados por uma matriz na qual as componentes de cada vetor 
da base constituem uma coluna dessa matriz, dispostas as colunas na ordem em 
que os vetores foram enunciados. Assim, a base 


В = (>, = (14,1), v, = (1,7,0), v, = (2,0,0)) do IR? 


é representada por : 


Das ЛА? 
В-14 7 0 
[е 0290) 


e Se os vetores de uma base A = (v, = (x, X12), v; = (Xz, X22)) do 
225 БЭЭ * : ° 5 
IR“ tiverem, por conveniência ou necessidade, de ser escritos em linha numa 
matriz, se escreverá: 
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X21 22 12 Xa 


x x е i XE 
A = | H | , pois a transporta de A'é A = E | 


e As bases canônicas do IR?, IR$, ..., IR” são representadas, cada uma, 
por uma matriz unidade (também chamada matriz identidade): 


1790 цааш Ч | о 
0 1 sl ae : : 
; Š ü' " g 1 


1.10 — MUDANCA DE BASE 


Dadas duas bases A e B de um espaco vetorial V, pretende-se estabe- 
lecer a relacáo entre as componentes de um vetor v em relacáo à base A e as 
componentes do mesmo vetor em relacáo à base B. Para facilitar, considere-se 
o caso em que dim V =2. O problema para espaços vetoriais de dimensão n é 
análogo. 


Sejam as bases A = (v,v,) e B = (0,,0,) de V. Dado um vetor 
v € V, este será combinação linear dos vetores das bases A e B: 


0 = XI), + XW, (1) 
ou 
х 1-1 
UA = (X, X2) ou, ainda, v4 = E (14) 
2 
e 
v = уо, + y20, (2) 
ou 


Us = (yi, y») ou, ainda, vg = E 
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Por outro lado, os vetores da base A podem ser escritos em relacáo à 


base B, isto é: 
Vi = 84,0, + am, 
V2 = dj, + am, 
Substituindo-se v, e v, de (3) em ( 1), vem: 
0 = Xi(45,9, + 25,05) + X (a0; + a0) 
ou 
v = (ayX, + ауху)®, + (ag, + AX)» 
Comparando as igualdades (4) e (2) vem: 
yi = auX + 8цХ, 
Ya та + ах, 
ou na forma matricial: 
yi а anj Xx 
ys а ao |x 


Tendo em vista ав igualdades (2-1) e (1-D e fazendo 


a equacáo matricial (5) pode ser escrita assim: 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


A finalidade da matriz M, chamada matriz de mudança de base de A 
para B, é transformar as componentes de um vetor v na base A em componentes 
do mesmo vetor v na base B. Se se quiser, em lugar de transformar v, em vp, 


transformar vg em va, a igualdade (6) 


Mv, = up 
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permite escrever 
T -1 
va = M vg (7) 


uma vez que М é inversível. Assim, M transforma v4 em vg e M” transforma vg 
emva. 


1.10.1 — Determinação da Matriz de Mudança de Base 


As igualdades (3) do item anterior permitem escrever: 


по i gr. (ал 01 (8) 
u; 415 а, o», 
Fazendo 


® = (ху, х), ®› = (х, X2) 01= (yum) e O; = (ya Y2), 
a igualdade (8) fica 
Ху Xp а 2201 уш Ул (9) 
Ху X» 82 85! Ул Yo 
Au -З At, апи |5 М е Ул Mala B: 
Ху Xn аз 82 Ya Yz 


logo a equacáo (9) é 


A! = M'B' 


mas, 


ou 
A = BM (propriedade da matiz transposta). 
Como B é uma matriz inversível, vem: 


M = BIA (10) 
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e Da igualdade (10), conforme propriedade da matriz inversa, vem: 
M! = A"B (11) 


e Não é demais insistir: M é matriz de mudança de base de A para B 
(da primeira base para a segunda) e M`! é matriz de mudança de base de B para 
A (da segunda para a primeira). 


É facil entender que a matriz de mudança de base num espaço de 
dimensão 3 ou de dimensão n é dada pela mesma fórmula (M = BA ou 
M" = AB), sendo A e B de ordem 3 ou n, uma vez que a demonstração 
respectiva é análoga à do espaço de dimensão 2. 


e Se a base A for a base canônica e, portanto A = I, tem-se: 


М = B! (12) 
М) = В (13) 
1.10.2 — РгоЫетаѕ Resolvidos 


Os problemas 1 a 4 se referem às bases do IR?: 
A= {(1,3), (1,-2)} eB = {(3,5), (1,2)} 


1) Determinar a matriz de mudança de base de A para B. 


Solução 
M = BIA 

mas, 
пее: Т мерала Оаа ын 
a= |; E 8-1) | аве |5 y =6 5=1, е 
2221 
цагг 

logo: 


logo: 
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2) Determinar a matriz de mudança de base de B para A. 


Solução 
М" = АТВ 
г 1 201788) _ 
в-[ 3 <= omar 
2 1 
aw 15 5 
цас 15 
5 5 
2 1 11 
51-15 Sd ctore IS 
IA. y É E 4 
5 5 5 


3) Sabendo que v4 = (3,2), calcular vp. 
Solução 


vg = Mva 


s [a cai 14 


4) Sabendo que vg = (5,-10), calcular va. 


Solução 
va = IM wg 
11 4 
d 5 5 S1 « 15 
^ 4 1| [19 2 
5 5 


Mula |+ 


40 


logo: 


canónica А tem componentes 2 e 3 na base B: 
(5,0) = 5(1, 0) + 0(0, 1) 
(5,0) = 2(1, 3) + 3(1, -2) 
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5) Considere-se no IR?, a base canónica A = (e, = (1,0), e, = (0,1)) 
eabase В = fx, = (1,3), v, = (1,-2)). Sabendo que v, = (5,0), calcular vp. 


Solucáo 
Ug = Mus 
M = B! 
ъъ = Bw, 


A|) ол |м 
Ол | ол | 


ta | л |м 
Ол | ол | 


A Figura 1.10-5 mostra que o vetor de componentes 5 е 0 na base 


e Se fosse dado vp = (2,3), о leitor encontraria v4 = (5,0). 


6) Dadas a base canônica A = (e, = (1,0), e, = (0,1)) e a base 
В = fv, = (2,1), v, = (-1,2)) do IR?, calcular vp sabendo-se que v = (4,7). 


Solucáo 


Ug = Мод 
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logo: 
2 1 
e 5 5114| _ |3 
B Ee zT s 
5 5 
A Figura 1.10-6 mostra que: 
(4,7) = 4e, + 7e, 
= 3v, + 2v, 
ou 
(4,7) = 4(1,0) + 7(0,1) 
= 3(2,1) + 2(-1,2), 
isto é, 


(4,7) = (4,7)A FE (3,2)в 


1 

1 

1 

2 3 


Figura 1.10-6 
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1.11 — PROBLEMAS PROPOSTOS 


Nos problemas de 1 a 4, apresenta-se, em cada um deles, um conjunto 
com as operações de adição e multiplicação por escalar nele definidas. Verificar 
quais deles são espaços vetoriais. Para aqueles que não são, citar os axiomas que 
não se verificam. 


1) {(х,2х,3х);х €IR) comas opera- 2) IR?, com as operações: 
ções usuais (а, b) + (c, d) = (a, b) 
a(a, b) = (aa, ab) 


3) А = {(х,у) E IR?/y = 5х) com 4 R2, com as operações: 
as operações usuais (х,у) + (х,у) = (x +, y + y) 
a(x, y) = (ax, 0) 
Nos problemas 5 a 8 sáo apresentados subconjuntos do IR?. Verificar 
quais deles sáo subespacos vetoriais do IR? relativamente às operações usuais 
de adição e multiplicação por escalar. 


D S оу) 6) 5 = {(х х2); x€ IR) 
0) 55 = [05 y)/x + 3y 7 б} 8) 5$ = {(ху)/у=х +1) 
Os problemas 9 a 10 se referem aos vetores и = (2,-3,2) ev = (-1,2,4) 
do 18°. 
9) Escrever o vetor œ = (7, -11, 2) 10) Para que valor de k o vetor 
como combinação linear deu e v v = (-8, 14, к) é combinação li- 


near deu ev? 


Os problemas 11 e 12 se referem aos vetores v, = (-1,2,1), v, = (1,0,2) 
ev, = (-2,-1, 0) do IR. 


11) Expressar o vetor y = (-8,4,1) 12) Expressar o vetorv = (0,2,3) co- 
como combinação linear dos mo combinação linear de v,, v, e 
Vetores v,, V, € u, v, 


13) Dado o conjunto A = (v, = (-1,3,-1), u, = (1,2,4)} С IR?, determinar: 
a) o subespaco G(A) 
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14) Determinar o subespaço G(A) para A = ((1, -2), (2, 4)) C IR? e dizer o 
que representa geometricamente esse subespaco. 


15) Mostrar que os vetores v, = (1, 1, 1), v, = (0, 1, 1) ev, = (0,0, 1) geram 
o IR?, 


16) Classificar os seguintes subconjuntos do IR? em LI ou LD: 
a) {(1,3)} b) (053), (2,6)) 
c) (Q.-1), (3,5) 9) {(1,0), (1:1); (3,5)} 
17) Classificar os seguintes subconjuntos do IR? em LI ou LD: 
a) {(-2,1,3)} DATED 012123 
c) {(2,-1,0), (-1,3,0),(3,-4,0)} d) {(2,1,3), (0,0,0), (15.2) 


18) Verificar quais dos seguintes conjuntos de vetores formam uma base do 
IR?: 


a) 1(1,2), (-1,3)} b) 1(3,-6), C48); 
с) 1(0,0), (2,3); d) ((8,-1), (2,3), 
19) Verificar quais dos seguintes conjuntos vetores formam uma base do IR*: 
a) ((1,1,- 1), (2,-1,0), (3,2,0)) b) ((1,0,1), (0,-1,2), (-2,1,-4)} 
c) {(2,1,-1), (-1,0,1), (0,0,1)} d) ((1,2,3), (4,1,2)+ 


Os problemas 20 a 22 se referem às bases do IR?: 


A = {(2,-1), (-1,1)}, В = { (1,0), (24101, D = CERD; (1,-1)} e 
С = {(-1,-3), (3,5)} 


20) Calcular vg sabendo que v4 = (4,3) 
21) Calcular v4 sabendo que vg = (7,-1) 
22) Calcular vg sabendo que vp = (2,3) 


23) Sabendo que A = {(1,3), (2,-4)) é base do IR? e que a matriz M de mudança 
de base de A para B é: 
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Эс -7 6 
21 5 11 | 
determinar a base B. 


24) Considerar, no IR), as bases A = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) e 
B = ((1, 0, -1), (0, 1, -1), El, 1, 1)). 


a) Determinar a matriz M de mudança de base de A para B; 
b) Calcular vg sabendo que v4 = (1,2,3) 
c) Calcular v4 sabendo que vg — (7,-4,6) 


25) Sabendo que vg = (3,-2,0), calcular v4, sendo 


gs xp 
M= 1 1 0 
1 J^ 


a matriz de mudanga de base de A para B. 
Os problemas 26 e 27 se referem aos seguintes subespacos do Rf: 
5, Тов +b+c=0je 
S, = ((a,b,c,d)/a-2b = дес = 31} 

26) Determinar dim S, e uma base de S}. 


27) Determinar dim S, e uma base de S. 


1111 — Respostas dos Problemas Propostos 


1) O conjunto é um espaço vetorial. 2) Não é espaço vetorial. Não se ve- 
rificam os axiomas A, A, € Aj. 


3) O conjunto é um espaço vetorial. 4) Não é espaço vetorial. Não se ve- 
rifica o axioma M,. 


5) Sé subespaço. 6) Snão é subespaço. 
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7) Sé subespaço. 
9 w=3u-v 
11) и = 30, - u, + 20, 


13) a) G(A) = ((xy,z) € IR?/10x + 
3y-z=0) 
b) к = -13 

15) (x,y,z) = ху + (y-x)u, + 
+ (Z - y); 

17) a) Li: b) LI; 
c) LD; d) LD. 

19) a), c) 

21) v, = (4,3) 

23) В = {(3,-2), (-2,1)) 

25) v, = (-5,3,2) 

27) dim S, = 2. Uma base se obtém 


do modo indicado no problema 
26. 


8) Snáo é subespaco. 

10) к= 12 

12) v = wu, +v, + 0v, = z, + р, 
14) ((xy) € IR?/y = -2x). O subes- 


paço representa uma reta que 
passa pela origem. 


16) a) LI; b) LD; 
e)” LI; d) LD. 

18 a) d) 

20) vy = (7,-1) 

22) vg = (7,4) 

24) rubi 1 
ael 0 -1 

14 баай! 1 

b) Ug = (7,-4,6) 
с) v4 = (1,2,3) 


26) dim S, = 3. Para obter uma base 
proceder de acordo com a pro- 
priedade УТ, item 1.8.3. 


Capítulo 2 


ESPACOS VETORIAIS 
EUCLIDIANOS 


2.1 — PRODUTO INTERNO EM ESPACOS VETORIAIS 


Em Geometria Analítica se define o produto escalar (ou produto interno 
usual) de dois vetores no IR? e no IR e se estabelecem, por meio desse produto, 
algumas propriedades geométricas daqueles vetores*. Agora, pretende-se 
generalizar o conceito de produto interno e, a partir dessa generalização, 
definir as noções de comprimento ou módulo, distância e ângulo num espaço 
vetorial V. | 


Chama-se produto interno no espaço vetorial V uma aplicagáo de V x Vem 
R que a todo par de vetores (u, v) € V x V associa um número real, indicado 
por + v ou por < p, v>, tal que os seguintes axiomas sejam verificados: 

P)ucv=vu 

P)u(oto)=uvt+tuw 

Р,) (a u) : v = a (u : v) para todo número real a 


Р) ucuz0eu:u = Ose,esomentese,u = 0 


* Ver Geometria Analítica (Alfredo Steinbruch e Paulo Winterle) — Editora McGrav-Hill. 
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e O número real и · v é também chamado de produto interno dos | 
vetores и ev. | 

e Da definição de produto interno decorrem as propriedades: | 

IJ. D. * gt = 405 0. a0 ME М 

П) (u -*v)-o =4:0+v:0 

П) р : (av) = q (и : v) 

IV) u (0,+0+..+0)=14:0,+4:0+..+4-0, 

Exemplos 

1) No еврасо vetorial V = IR, a aplicacáo (funcáo) que associa a cada 
par de vetores и = (х,у) ev = (x, y2) o número real 

Hv = 2x X, + Буу, 


é um produto interno. De fato: 


Р) uv = 2хх, + 5ууу, 
= 2x;x, + 5у»у, 
= vu 
P; Seo  -(x,y;), então: 
ис (vt 0) = (xy) ` Got xs yz +y3) 
= 2x (X; + ху) + Sy (y; + ys) 
= (2xx, + ууз) + (2хүх, + 5y)ys) 
= UU +40 
Pj (аи) ‘о = (ax, ayı): (X> y>) 
= 2(ax)x + 5 (ayı) y, 
= a(2xx, + 5у;у,) 
= (uv) 


Espaços vetoriais euclidianos 49 


Р) йи = 2хух + 5уџу 22x? + 5у > беши =2x2+5y,2=0se, 
e somente se, x, = y, = 0, isto é seu = (0,0) = 0. 


. € O produto interno examinado neste exemplo é diferente do produto 
interno usual no IR; este seria definido por: 


И cU = XX + ууу, 


Daí se depreende ser possível a existéncia de mais um produto interno 
num mesmo espaco vetorial. 


2) Seu = (x, yp д) ev = (x, ya z) são vetores quaisquer do IR, o 
número real 


HU = XX + ууу, + 2122 


define o produto interno usual no IR, 


De forma análoga, seu = (Xj, X5, ..., x.) ev = (yy у, ..., Ул), O número 
real 


MU = Xy, t хуу, +... + Xy, 


define o poduto interno usual no IR" 


2.1.1 — Problemas Resolvidos 
1) Em relacáo ao produto interno usual do IR, calcular u : v, sendo: 


а) и = (2, 6)e v = (3, -4) 
b) u = (4, 8)е v = (0, 0) 


Solução 
a) u -v = -2 (3) + 6(-4) = -6 - 24 = -30 
b)u:v=4(0)+8(0)=0+0=0 
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2) Em relação ao produto interno 4 * v = 2x;x, + 5уџу,, calcular zg : v 
parau = (2, 1)ev = (3, -2) 

Solução 

ис = 2(2)(3) + 5(1) (-2) = 12-10 = 2 

3) Sejam u, = (1, 2, -3), u, = (3, -1, -1) e v, = (2, 2, 0) do IR. 


Considerando esse espaço munido do produto interno usual, determinar o vetor 
4 tal quen ev, =4, 4 : v, = бер : u, = 2. 


Solucáo 
Seu = (x, y, z), então: 
(х, y, 2) · (1,2, -3) = 4 
(х, у, 2) · (3, -1,-1) = 6 
(х, y, z) * (2, -2, 0) = 2 
Efetuando os produtos internos indicados, obtém-se o sistema 
x+ 2y- 3z = 4 


3x- y- 6 
2x =. Jy = 2 


cuja solução ёх = 3, y = 2ez = 1. Logo, и = (3,2, 1). 


2.2 — ESPAÇO VETORIAL EUCLIDIANO 


Um espaço vetorial real, de dimensão finita, no qual está definido um 
produto interno, é um espaço vetorial euclidiano. Neste capítulo serão conside- 
rados somente espaços vetoriais euclidianos. 
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2.3 — MÓDULO DE UM VETOR 


Dado um vetor v de um espaço vetorial euclidiano V, chama-se módulo, 
norma ou comprimento de v o número real não-negativo, indicado por |v |, 
definido por: 


Assim, sev = (xp уу, Z1) for um vetor do IR com produto interno usual, 
tem-se: 


= E PA 
jo | = У(х, yp 2) ` Gp yo A) = E E yi i д 
Se |v | = 1, isto ё, sev - v = 1, o vetor v ё chamado vetor unitário. 


Dado ит vetor náo-nulo v Є У, o vetor 


1 1) 
ХИЛ = 
|? | v | 


é um vetor unitário. De fato: 


v 930 ohea aa) = 


APA E 


ET re ? : 
Рогїашо, ол é unitário. Diz-se, nesse caso, que o vetor v foi 


normalizado. 


2.3.1 — Problemas Resolvidos 


1) Dado o vetor v = (-2, 1, 2) € IR, calcular o módulo de v e 
normalizar v, considerando que: 


a) IR está munido do produto interno usual; 
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b) emIR está definido o produto interno v, v, = Зхүх, + 2y,Y, + 212, 
sendo v, = (Xy, у, д) ev; = (x, y> Z2). 


Soluçao 
a) po oes apos ESAS ANA 
=V4+ 1+4 =y9=3 


b 19|-« Y 2,1,2) - (- 2,1,2) = УЗС 22 + 2(1 + 22 
= а д IS 


u З E TAE 1 2 
Ju» Tao v 20: o ре 4 187 


É importante observar que o módulo de v depende do produto interno 
utilizado: se o produto interno muda, o módulo se modifica. Por outro lado, os 


; v : : E mad E 
dois vetores Im obtidos em a) e b), a partir de v, sáo unitários em relacáo ao 


respectivo produto interno. 


2) Dado o espaço vetorial V = IR, munido do produto interno usual, 


calcular a componente m do vetor v — (6, -3, m) de modo que [о | = 7. 
Solução 
|v| -У6-(-38-05 = 7 
V36+94+m = 7 
30 +9+m* = 49 
m^ =" 4 
m =+2 
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2.3.2 - Propriedades do Módulo de um Vetor 


Seja V um espaco vetorial euclidiano. 

D |o |20, V >€ Уе( | = 0 se, e somente se, = 0 

Esta propriedade é uma consequência de P,. 

ID jav| = |a |» |, V v € V, V a € IR. De fato: 

[аъ | = У (ао) (av) = Va?(v.v) = |а| Vvv = |а ||| 
Ш) |u ‘о | < [А | | vi, УА, v € V. De fato: 

a) Se y =0 ou v = 0, vale a igualdade | i: v | = jul|v|=0 


b) Se nem и nem v são nulos, para qualquer с Є IR, vale a 
desigualdade: 


(и + a v) (и + av) > 0 pelo axioma P; 
ou 

и`и+и· (аъ) + (аъ) ‘и +а? (о о) > 0 
ou ainda 

|o |2 2 -2(:v)ja* |и |? 20 

Tendo em vista que o primeiro membro dessa igualdade é um trinómio 
do 2º grau em a (|v|? > 0) que deve ser positivo ou nulo para qualquer valor 


de a, o discriminante do trinómio deve ser negativo ou nulo: 


(2.0) -4 |0 |? ]4]<0 
4 (и.о) -4 Jul? |v]? «0 
(рүе р [0]? «0 
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mas 

(av) = |и |? 
logo: 

[и.о |> [а 2 Jv? «0 
e 


luv] < [ul] [v] 


Essa desigualdade é conhecida com o nome de Desigualdade de Schwarz ou 
Inequacáo de Cauchy-Schwarz. 
IV) ju +v] < |а [+ |v|, V u,v € V. De fato: 
Ja +v] -V(atv):(u tv) 
ju +0| -Vu:u*t2(u-v)*tv-:v 


[# +0 | = ке 20) + 01? 

mas, 

p:v< |uv|< la] |v | 
logo: 

и +о 2 [а | +2 [и [о * [о 
ou 

ses] + Jal 
ou, ainda 


те || + [о | 
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Essa desigualdade, denominada desigualdade triangular, vista по IR ou по IR, 
confirma a propriedade geométrica segundo a qual, num triângulo, a soma dos 
comprimentos de dois lados é maior do que o comprimento do terceiro lado 
(Fig. 2.3.2). 


Figura 2.3.2 


A igualdade somente ocorre quando os dois vetores 4 e v são colineares. 


2.4 — ÁNGULO DE DOIS VETORES 


Dados dois vetores и e v não nulos, de um espaço vetorial V, a desi- 
gualdade de Schwarz | u.v | < | и | | v | pode ser escrita assim: 


ou 


rara 


o que implica: 
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p.v 


- 1s ———< 1 
141151 


Por esse motivo, pode-se dizer que a fracáo 


lu | [о | 


é igual ао co-seno de um ángulo Ө, denominado ángulo dos vetores и e v: 


nadie, 15 O<0<x 
[а [|2 | 


2.4.1 — Problemas Resolvidos 


Nos problemas 1 e 2, considerando o produto interno usual no IR e no 
IR' respectivamente, calcular o ángulo entre os vetores dados em cada um deles. 


1) и = (2,1,-5) ev =(5,0,2) 


Solução 

la] =Y2+2+(-5) = vV4FIFD = /30 
| = У5-0-2 =vV25+0+4 = /29 
mv = 25) + 1(0)g-5(2) = 10 + 0-10 = 0 


0 


quel шс ес со еса {| | E: = 
gos? eie S Er 4 0 


NJA 


2) и = (1,-1,2,3) ev = (2,0,1,-2) 


Solução 


а | 2+(-124+2+3 = УІ+1+4+9 = V15 
jul = У22+0 + 012+ (- 22 = V4FO0+1+4 = У9 = 3 
1(2)-1(0) + 2(1) + 3(-2) =2-0+2-6 = 2 


II 


Hv 
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pe IS a 22 
Л байга VI 7 0 = arccos ( 3/15) 


3) Sendo V um espaço vetorial euclidiano еи, v € V, calcular о 
co-seno do ángulo entre os vetores и e v, sabendo que | | = 3, |v| = 7е 
атор =4 У5. 


Solução 
juto] = Vut u+) 
pupa wn КК j Мыл E 
(4у2) = F Mu u L T 
80 = 9+24:v +49 
24.0 = 80-58 
28-04 = 22 
uv = 11 
Qupa alt Mois: sug 


[и | SKU 252b 


4) No espaco vetorial das matrizes quadradas V = M,, dadas duas 
matrizes quaisquer 


_ | b, ш; a, b, 4 1 
"e “ИГ e u= "der: , o número rea 


H "U = ауа ar bib; + CC an 4,4, 


define um produto interno em M}. 


Sabendo que: 4 = E | e о = | ip 


calcular: 


а) [и +®| 


b) o ángulo entre u ev 
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Solucáo 
зе ев EIE DIE 
|[o|=Vo-o=VY2+4+0+2=V1+16+0+4= 
= vV21=|u+v] 
b) ju | = Уд р =V2+2+(-12+ 2 =V1+F4+1+1=v7 
|u| = Уво = У@+2+12+12 =V0+4+1+1 = V6 
u: v = 1(0) + 22) -10) + 10) =0+4-1+1=4 


cos O = Ёс EN COMES. 12 ХӨЛ хосын 
[и | [о | VIVO. У 42 v 42 


2.5 — DISTÂNCIA ENTRE DOIS VETORES 


Chama-se distância entre dois vetores (ou pontos) y e v, o número real, 
representado por d (u,v), definido por: 


d (uv) = |u-v | 


Seu = (x,,y,) ev = (x, y2) são vetores (ou pontos) do IR?, com produto 
interno usual, tem-se: 


d (u,v) = |u-u | = | G. -x,, yi - yo) | 
Ou: 


d(g,u) = V (x, - xY + (y y» 


Exemplo 


Calcular a distância entre os vetores (ou pontos) и = (9,5) ev = (4,2). 
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Solução 


d(uv) = У(9- 4) + (5 - 2} = V52+32 = /25 +9 = 
= V34 = 5,83 


2.6 — VETORES ORTOGONAIS 


Dado um espaço vetorial euclidiano V, diz-se que dois vetores u e v de 
V são ortogonais, e se representa роги L v, se, e somente se, y ‘о = 0. 


e O vetor 0 € V é ortogonal a qualquer vetor v € V: 0.v = 0 
e Seu 1v,entáoau Lv, para todo a € IR 

e Seu, Lv еи, 1 о, então (u, + u5) Lv 

Exemplos 


1) Os vetoresu = (2,7) ev = (-7,2) de IR, munido do produto interno 
usual, sáo ortogonais. De fato: 


n-v=2(7)+7(2) = -14 + 14 = 0 


2) Os vetoresu = (-3,2)е v =(4,3) são ortogonais no espaço vetorial 
У = IR? em relação ao produto interno (Ху, уџ). (Xç, Y2) = xix; + 2y;y;. De fato: 


uv = -3(4) + 2(2)(3)= -12 + 12 = 0 


2.7 — CONJUNTO ORTOGONAL DE VETORES 


Dado um espaco vetorial euclidiano V, diz-se que um conjunto de 
vetores ( V4, u>, ..., Va} C V é ortogonal, se dois vetores quaisquer, distintos, são 
ortogonais, isto é, v; 59) = 0 para i # j. Exemplo: 
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No IR, o conjunto ((1,2,-3), (3,0,1), (1,-5,-3)) é ortogonal em relação 
ao produto interno usual. De fato: 


(1,2,-3) . (3,0,1) 1(3) + 2(0)-3(1) =3 + 0-3 = 0 
(12.3) (1-5-3) = 1(1) + 2(-5)-3(-3) =1-10+9=0 
(3,0,1) . (1,-5,-3) = 3(1) + 06-5) + 13) =3+0-3=0 


2.7.1 — Conjunto Ortogonal e Independência Linear 
Um conjunto ortogonal de vetores não-nulos A = (v,,v,, ...,v,) de um 
espaco vetorial euclidiano V é linearmente independente (LD. De fato, 
efetuando, em ambos os membros da igualdade 
8,94 +20 *+.. +2, 0,=0 
o produto interno por v; vem: 
(42) + a; +... + aru.) ` u, = 0 - >, 
ou 
ato v)r..ra(o v)+..ra(o, -v)=0 
Tendo em vista que А é ortogonal, у; * v; = Oparaj=i,ev, : u, * 0, pois v; = 0: 
a, (0) +... + a, (v; ^v) +... + a, (0) = 0, 


ou 


o que implica a; = O para i = 1,2, .., n. Logo, A = fv,v,,..., Va} é LI. 
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2.8 — BASE ORTOGONAL 


Uma base B = {v}, >>, ..., v,) de um espaço vetorial euclidiano V é 
ortogonal se os seus vetores sáo dois a dois ortogonais. 


Considerando o que foi visto no item anterior, se dim V = n, qualquer 
conjunto de n vetores náo-nulos e dois a dois ortogonais, constitui uma base 
ortogonal. O conjunto B = 1(1,2,-3), (3,0,1), (1,-5,-3)), apresentado como 
exemplo em 2.7, é uma base ortogonal do IR. 


2.8.1 — Base Ortonormal 


Uma base B = {v}, v, ..., v,) de um espaço vetorial euclidiano V é 
ortonormal se B é ortogonal e todos os seus vetores sáo unitários, isto é: 


O para i 7j 
1рагаі =) 


Exemplos 


1) As bases canônicas ((1,0), (0,1)) do 18, ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) do 
Re £(1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)) do IR” são bases ortonormais desses 
espaços em relação ao produto interno usual. 


2) A base B =Í, = (2-3, E LS | do IR é orto- 
normal em-relação ao produto interno usual. De fato: 
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3) Uma base ortonormal sempre pode ser obtida de uma base 
ortogonal normalizando cada um de seus vetores. Assim, da base ortogonal 
В = (v = (12-3, u, = (3,0,1), v, = (1,-5,-3)} do IR, relativamente ао 
produto interno usual, pode-se obter a base ortonormal B'-[ Hy Mo H3 bs 
sendo: 


HOS і RANGE а) ¿olla NM 
¡A as P+Z+(-3) VIF4F9 


мэ rp 
= hr sur 


d v, n (320; 1) en (3, 0, 1) a edet CE 
“2 Tn a De С AN +I v 10 У 10 
E Ya 2d (log Syn 3) si 
IA ss n mars TRES 


no Ри 
(M3 35735) 


O leitor poderá verificar que: 


Ші Ho = Hc Ha = И Ha = Ü 
BitHQ = ИИ = из M3 = d 


2.8.2 — Processo de Ortogonalizaçáo de Gram-Schmidt 


Dado um espaco vetorial euclidiano V e uma base náo ortogonal 
А = (U, Va, ..., Up} desse espaço, é possível, a partir dessa base, determinar 
uma base ortogonal B de V. 


De fato, sabendo que v,, v,, ...,v, não são ortogonais, considere-se 


01-55 vi (1) 
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v wo 
а = > 1510 É, 
01704 
pobesigav. Y "07 ) o (2) 
2 2 00, 1 


Assim, os vetores œ; e œ, são ortogonais. 


Considere-se o vetor w; = 0; - a, 0, - a, 0, e determinem-se os valores de 
a, e a, de maneira que o vetor w; seja ortogonal aos vetores @, e 0»: 


(03 - ao,- a9,/0,):0,=0 
(03 - aw- аро) `0, = 0 


vs" 0 - а 00 ` @у)- a(o 94) = 0 


03° w- a(o, ` 0,) - a(0,* 05) = 0 
Tendo em vista que o, * 0,=0,* w, = 0), vem: 
v- (M = ао) 540 
03° Фу- a(0,:0,)=0 
e 
U3 04 VA LU (t see 
a; == , 25 == 3 1sto е, 
O, * ©, Q5 ` 0, 
Us * 0, 03° 01 ; (3) 
w, = V — ow, - (—— me 
3 3 Со, "v, 2 Co, "Y 1 


Assim, os vetores 0}, w, e 04 são ortogonais. Procedendo-se de modo 
análogo, obtém-se os demais vetores ortogonais da base B sendo 
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di podes (4) 


a fórmula que permite calcular qualquer vetor o; € B, i variando de 1 a n. 
Assinale-se que, em (4), sei = 3, se obtém (3); sei = 2se obtém (2) e sei = 1, se 
obtém (1). 


Assim, a partir da base não ortogonal А = {0}, v, ..., ®„} se obteve a base 
ortogonal В = {w}, 0,, ..., 0, ), como se desejava. 


O processo que permite a determinacáo de uma base ortogonal B a 
partir de uma base qualquer A chama-se processo de ortogonalização “de 
Gram-Schmidt. 


e Se se desejar uma base ortonormal С = (4, 445, ..., IJ basta norma- 
O: 

lizar cada vetor о; de B. Assim, fazendo д; = TESE tem-se a base C que é 
i 


uma base ortonormal obtida por meio da base ortogonal B, a partir da base 
inicial náo-ortogonal A. 


Exemplo 
Dada a base náo-ortogonal, em relagáo ao produto interno usual, 
А = 14 = (1D 820011) 9 (001p 

determinar: 


a) uma base ortogonal B = (0), w,, 04 | pelo processo de ortogo- 
nalização de Gram-Schmidt; 


b) uma base ortonormal C = (u,, и, из | normalizando cada vetor w; 
de B. 
Solução 


a) substituindo em (4), sucessivamente, i por 1, i por 2 e i por 3, pode-se 
escrever 
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Уус = 2 122 
Сотта) ® = 3 (11,1) = (37373) 


29727072) 
D, = (0,11)-(57 37 3) 


эе, MODS Ü-rOTI P 
Q, * w Ul (11.1) l4 Lo l1 


1 1 


M ' 2 ARA 
E “ш, A = 3 (1,1,1) = (57373) 


1 
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2 11 1 il 
Oy led nara) 37373) 
1-2 2 2 2 
= 67767677 (667676) 
1:54 
Фу О 5) 
A base B = {0; = (1,1,1), o, = (- DIO Q4 = (0, - P } ébase 
ortogonal obtida a partir da base nào ortogonal A. 
iir ec асан бий pg pos la S 
Ши nue lar “л бә am Bala 345 
2 1 1 20171 
C Pu ас 
ээг dedu и, OTE é. ЗОЗ оло 
| „ЖЕТ EE Aro USE AE ho 
B dz у TT cuy бо н 
C S UG TR) 99 9 
tl 
s AS a мн ЛЭ! 
Уб Cg yg 376 
3 
led 1 1 
REDE (0,- 2º2 ТЕ EY 2 
4 S^ д w AOS / жин 
| 3l 0? + (- +? "TTE 1 
1-4 
up eM kr Et ME 
tow a nal Uv аа 
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d 1 
из = (0 э 


é base ortonormal. De fato: 

pi” H Ни р d 

ji Hi = dy a = Bo" Hs = Ü 
2.8.3 — PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1) Calcular o valor de к para que os vetores u = (5,k,-3)e 
v = (k, 1,2) sejam ortogonais em relação ao produto interno usual do IR. 


Solucáo 
p.v 00) 
(5, к, -3). (к, 1,2) = 0 
эк + 16-6 = 0 
бк = 6 
k =] 


2) Dados V = IR e o produto interno (x,, y1) * (ху) = 2xix; + Зугу» 
calcular um vetor unitário simultaneamente ortogonal aos vetores и = (1, 2) е 
v = (2,4). 


Soluçao 
Sejao = (x, y) tal que w Lu ew 1 v, isto é: 


ou = 0 (): (52) = 0 
o 2-0 ТЭ 1208 -0 
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Com o produto interno dado obtém-se o sistema 


2x+ бу = 0 
4х + 12у = 0 


сија soluçáo ёх = -3y. 
Logo, о = (-3y, у) = у(-3, 1) para y Є IR 


Portanto, existem infinitos vetores simultaneamente ortogonais a 4 e v, porém 
todos múltiplos de (-3, 1). Para y = 1, por exemplo, obtém-se œ = (-3, 1) que, 
normalizado, fica: 


O, _ al - Es ($10. 


an rl раа EFA ADI 


e em 
21! 4221 
Assim, o vetor s, é um vetor unitário simultaneamente ortogonal aos vetores 
и ev, em relação ao produto interno dado. 


3) O conjunto B = ((1, -1), (2, m)) é uma base ortogonal do IR em 
relação ao produto interno (ху, уџ) © (х, Ул) = 2XX + у;у». 


a) Calcular o valor de m. 
b) Determinar, a partir de B, uma base ortonormal. 
Solução 


a) Tendo em vista que B é ortogonal, tem-se: 


(1, -1) · (2, м) = 0 
2 (1) (2)-1(т) = 0 
4-m = 0 

m = 4 


b) Normalizando cada vetor de B = ((1, -1), (2,4) | segundo o produto 
interno dado, vem: 
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* [10s 1j a (15.1) Es (ed 594 
МЕТ 5208-41-12 217! 
en. 


уЗ = Gs vy» 
ж реон ЙГ ши ин (00 Иран 
У0,4):02,4) epa qe Уз 


з E E EE Ay 
"VAM = 2У6 — 


Logo, В’ = (4,45) é uma base ortonormal do І em relação ao produto interno 
dado. 


2.9 — PROBLEMAS PROPOSTOS 


Nos problemas 1 a 4, considerando os vetores v, = (x,y) ev; = (x5, Y2) 
do espaço vetorial V = IR, verificar quais das funções f : V x V > IR, definidas 
em cada um deles, são produtos internos em V. 


1) f (v, v5) = XX2 + хуу, + хуу, + 2y1Y2 
2) f (v, u>) = XX; - улу: 

3) f (v, ux) = x, + yy 

4) f (Vi 5) = ху + ууу, + 1 


Nos problemas 5 a 8, considerando os vetores v, = (Xy, у}, 21) 
e v, = (Xz, уз, Z2) do espaço vetorial V = IR, verificar quais das funções 
f: V x V > R, definidas em cada um deles, são produtos internos em V. Рага 
aquelas que não são produto interno, citar os axiomas que não se verificam: 


5) f (v, v) = xix; + Зуу, 
6) f (v4, V2) = Зхүх, + 5ууу, + 22,7, 
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7) f (v, v) = 2xiy1 + 3x2y2 + 222, 

8) f (v, v) = Xi + ууу, + Z1Z2 - Xy; - X1y2 

Nos problemas 9 e 10, considerando os vetores u = (x, yj) ео = (х, у,), 
calcular os produtos internos indicados em cada um deles. 

9) ис ü = XIX, + уџу, para u=(1,-1) e v=(7,4) 

10) д о = хх, +4yy paa u=(23) e о = (-5,3) 


Nos problemas 11 e 12, considerando os vetores и = (хі, уџ, 21) e 
v = (X5, yx, Z2), calcular os produtos internos indicados em cada um deles. 


11) 4 * v = xix; + уу, + 2422 para и = (6,4,-2) e ъ = (2,3,-5) 
12) 4 : v = 4хух, + 2yyy, + б» рага u = (1,1,1) e v= (1,0,1) 


Nos problemas 13 e 14, calcular o módulo dos vetores v € IR? e 
v Є IR? em relação ao produto interno usual. 


13) р = (4,7) 
14) v = (1,2,3) 


Nos problemas 15 e 16, calcular o módulo de cada um dos vetores 
do ТЕЎ, em relação ao produto interno VU * V, = 4хух, + 2уџу, + Ziz, sendo 


0, = (Xp Yp 2) е v, = (x;, y>, 2). 
15) v = (3,-1,4) 
16) u = (22, -5, -7) 


17) Normalizar cada um dos vetores dos problemas 13 a 16. 


Nos problemas 18 a 20, calcular a distáncia entre os vetores dados em 
cada um deles. 
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18) u = (5,6) ev = (-10, 7) 
19) р = (-3,1,9) ev = (8, 14, 6) 
20) ж = (4,1,7:9) е“ (2:-3,-8:-11) 


Nos problemas 21 a 24, considerando o produto interno usual по IR, 
по IR e no IR, calcular o ângulo entre os pares de vetores dados em cada um 


deles. 
21) u = (10, -3) e о = (3, 10) 
pp V3 Vo 
wak = а а шаш 


23) u = (3, 1, -7) e v= (0,1,3) 
24) и = 2,-1,-2) e v=(0,1,-1,-2) 


25) Dadas duas matrizes quaisquer 


do espaco vetorial V = M,, munido do produto interno 
H "Vv = ауа, + bib, T CIO SE ауа» 


е dados os vetores 


calcular: 


а) |а + | 
b) du, v)=[|u-v| 


с) o ángulo entre u e v. 
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26) Considerar, по IR, o produto interno usual e calcular os valores de 
m para os quais os vetores y e v são ortogonais: 


a) и = (3m, 2, -m) e v = (-4, 1, 5) 
b) y = (0, m-1, 4) e v = (5, m-1, -1) 
27) Calcular um vetor v simultaneamente ortogonal aos vetores 


v, = (1, 1, 2), о, = (5,1,3) e v, = (2, -2, -3) do espaço vetorial V = IR 
ет relacáo ao produto interno usual. 


28) Calcular um vetor unitário y simultaneamente ortogonal aos veto- 
resv; = (1, -1,2) e v; = (2, 1, 0) do espaço vetorial У = IR em relagáo ao | 
produto interno: | 

(Ху, Уу 21) * (х, Уг 22) = 2xX + ууу, + 4247, | 


29) Dado o espaço vetorial V = M, munido do produto interno 
definido no problema 25, calcular x de modo que 


eaea 


sejam ortogonais. 


30) Sendo V = IR! munido do produtointernousual, determinar um vetor 
não-nulo v € IR, simultaneamente ortogonal a v, = (1, 1, 1, -1), v, = (1,2,0, 1) 
e v, = (-4, 1, 5, 2). 


31) O conjunto B = ((2, -1), (к, 1) | é uma base ortogonal do IR? em 
relação ao produto interno: 
(Xp Y1) GX уз) = 2X1X, + хуу, + хуу, + ууу, 


Calcular o valor de к e obter, a partir de B, uma base B? ortonormal. 


Nos problemas 32 a 34, é dada, em cada um deles, uma base náo-orto- 
gonal A, em relagáo ao produto interno usual. Determinar, a partir de A: 


Ooo R 
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a) uma base ortogonal B, utilizando o processo de ortogonalizaçáo de 
Gram-Schmidt; 


b) uma base ortonormal C, normalizando cada vetor de B. 
32) A = 190, 2 (3,4), Us = (1.2); 

33) A "Inr — (50,0), 12575 (078 155^ 0 (0152) 
34) А = [v, = (1,0,1), v; = (1,0, -D, v, = (0, 3, 4)) 


2.9.1 - Respostas ou Roteiros para os Problemas Propostos 


1) É produto interno. 

2) Nào é. 

3) Náo é 

4) Nào é. 

5) Não é. Não se verifica o axioma P, . 

6) É. 

7) Мао é. Não se verificam os axiomas Р, e P}. 

8) É. 

9 a 12) Roteiro: Esses problemas sáo resolvidos de modo análogo ao 
dos problemas 1 e 2, item 2.1.1. 


13 e 14) Roteiro: Esses problemas sáo resolvidos de modo análogo ao 
do problema 1, alínea a), 1º parte, item 2.3.1. 


15 e 16) Roteiro: Esses problemas são resolvidos de modo análogo ao 
do problema 1, alínea b), 1º parte, item 2.3.1. 


17) Roteiro: Esse problema é resolvido de modo análogo ao do pro- 
blema 1, alíneas a) e b), 2? parte, item 2.3.1. 


18a 20) Roteiro: Esses problemas são resolvidos de modo análogo ao 
do Exemplo do item 2.5. 
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21a24) Roteiro: Esses problemas sáo resolvidos de modo análogo ao 
dos problemas 1 e 2, item 2.4. 

25) Roteiro: Esse problema é resolvido de modo análogo ao do pro- 
blema 4, item 2.4. 


2 
17 > b) m = 3ou-1 


27) v = a(1, 7, -4), a € IR 


26) a) m = 


| н Эйр! 
28) Hu =(9 ? 9 2 6) 
29) x = 4 
30) Uma solução: v = (9, -8, 6, 7) 


1 Falke 2-1 2.1308 
A: a e p = |Z V 5” ( Uy 


32) a) B = to, = (3,4), WD, = (-4,3) | 
усе G9: scil 


33) a) В = (o, = (1,0,0), о, = (0,1, 1), œ, = (0, -1, 1) | 


1 1 яг: al 
b) C -[n = (1,0,0), кылг = (0 ' уз | 
34) a) B = {œ = (1,0,1) o,-(L0-1, 0,=(0,1,0)) 


1 1 1 цай 
b) С= [= Gp Ipae om H4 (0, 1,0) } 


Capítulo 9 


TRANSFORMAÇÕES 
LINEARES 


3.1 — FUNÇÕES VETORIAIS 


Neste Capítulo será estudado um tipo especial de função (ou aplicação) 
onde o domínio e o contradomínio são espaços vetoriais reais. Assim, tanto a 
variável independente como a variável dependente são vetores, razão pela qual 
essas funções são chamadas funções vetoriais ou tranformações vetoriais. 


Para dizer que f é uma transformação do espaço vetorial V no espaço 
vetorial W, escreve-se f: V > W. Sendo f uma função, cada vetor v € V tem um 
só vetor imagem о € W, que será indicado рого = f (v). 


Exemplo 


Uma transformação f : IR? > IR? associa vetores v = (x, y) € IR? com 
vetores w = (a, b, c) € IR (Fig. 3.1). 


Se a lei que define f é tal que 
а = Эх, b = -2у е с = x -у, 
аітарет de сайа vetor (х, у) será representada por 


f (x, y) = (Эх, -2у, х-у). 
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Figura 3.1 


No caso de ser v = (х, y) = (2, 1), tem-se: 


o =f(2,1) = (32), -2(1), 2-1) = (6, -2, 1) 


3.2 - TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


Sejam V e W espaços vetoriais. Uma aplicação f: V > W é chamada 
transformação linear de Vem W, se 


D fu * v) = f(a) +f(v) 
ID аи) = a f (u), 
para V u,u € Ve Va € R. 


Observe-se que, eml, 4 + v € V, enquantof (u) + f (v) € W. Do mesmo modo, 
еш П, au € V eof (u) € W (Fig. 3.2.a). 


e Uma transformacáo linear de V em V (é o caso de V = W) é 
chamada operador linear sobre V. 
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V w 


Figura 3.2.a 


Exemplos 


1) f: FÉ > IR, f(x, y) = (3x,-2y,x-y) é linear. De fato, seu = (x4, y1) 
e v = (x, y2) são vetores genéricos do IR, tem-se: 


D fu * v) 


lI 


fG + х,у + y) 
(36 + x, - 2(y, + у,), (X, + x) - (y, *y2) 
Gx Базу ysa Хал yy = y) 
Erro Sie.) t G ху - y.) 
f ш) + f @). 
ID Para todo a € IR tem-se: 

flan) = f (ax, ay) 


(3413,20 ys хубу) 


PX, -=2YpX, -Y 1) 
a f (и). 


2) f: IR> IR 


xP 3xouf (x) = 3x é linear. De fato, sey =x, e v = x, são 
vetores quaisquer de IR (os vetores, nesse caso, são números reais), tem-se: 
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Df +) = f (x, TX.) 


= 3(x, + x) 
=з ү әх; 
= f(u) +f). 
Ш f(au) = f(ax) 
= Зах, 
= ca (3x) 
= ајд). 
3) A transformacáo identidade 


гузу 
оњ о оц (0) = y é linear. De fato: 
D lu +0) = ш +> = (и) 410) 
П) 1(a4) сад = а1(и) 
4) A transformacáo nula (ou zero) 
f: V > W,f (u) = 0 é linear (Fig. 3.2. b). De fato: 
D fG@ +%) = 0 = 0+0=7 (и) + fo) 
ID) (си) = 0 = а0 = af(a) 


Figura 3.2.Ь. 
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5) Seja A uma matriz de ordem 3 x 2. Essa matriz determina a 
transformacáo 


fa: IR? > R 

ор Av ou fA (v) = Av que é linear. De fato: 
D fa * v) = Аи tv) = Ад + Av = fa (и) + fa @) 
ID f (au) = A (au) = a (Ap) = afa (и) 


Se, por exemplo, se tiver 


2 
Аз 2 = |3 4| e v = (х, y) for considerado um vetor-coluna 
5 0 


x 
Por = EE 


o produto Av é 


e, portanto, 


fa (% y) = (2х -у, Зх + 4y, 5x), 


o que significa que a matriz A(z 2) determinou a transformação do vetor 
v = (x, y) € IR no vetor œ = (2x - y, Зх + 4y, 5x) € IR, transformação essa 
que é linear. 


e De forma genérica, toda matriz A(,, n) determina a transformação 
linear 


fa: IR" > R” 


onde a imagem f4 (v) é o produto da matriz A, n) pelo vetor-coluna v, 1): 
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Am, n) x eE n, 1) = (Ао) 2, 1) = fa (v). 


Uma transformacáo linear desse tipo chama-se multiplicacáo por A. 


ө Em 3.6 se verá o inverso, isto é, toda transformação linear 
f: IR” > IR” pode ser representada por uma matriz de ordem m x n. 


6) A transformação f: IR? > ТЕЁ, f (x,y) = (x°, Зу) não é linear. De fato, 
seu = (x, yj) ev = (x; y2) são vetores quaisquer do IR, tem-se: 

Ји +0) = f(x + X, y, + У) БТ (Œ + 553 (y, 20 Y2)) z 
(хл, 2х,ху 2,035, + Зу.) 


enquanto, 
Fu) + f @) = (к, Зу) + (5, Зуу) = Gd + х5, Зу, + Зу), 


isto é, f (u + v) €f (u) + f (v). 


3.2.1 — Interpretação Geométrica 

Uma interpretação geométrica do significado de uma transformação 
linear pode ser dada considerando, por exemplo, o operador linear 

f: JR > IR, f (xy) = (3x + у, 2х + Зу) 

Seu = (-1,1) e v = (0, 1), tem-se f (u) = (4,1) e f(v) = (1,3). 


A Fig. 3.2.1.a mostra que, sendo 4 + v a diagonal do paralelogramo 
determinado por u e v, sua imagem f (u + v) representa a diagonal do 
paralelogramo determinado por f (и) e f (v), isto é, f (и + v) = f (u) + f (v). 
Diz-se, nesse caso, que f preserva a adição de vetores. 


Transformações lineares 81 


Figura 3.2.1.a 


A Fig. 3.2.1 b mostra que, ao se multiplicar o vetor u por 2, por exemplo, 
sua imagem f (u) também fica multiplicada por 2. Esse fato vale para qualquer 
a real, isto é, f (a u) = a f (u>. Diz-se, nesse caso, que f preserva a multiplicação 
de um vetor por um escalar. 


Figura 3.2.1.b 
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3.2.2 — Propriedades das Transformações Lineares 


D Se f: V > W é uma transformação linear, a imagem do vetor 0 € V 
é ovetor 0 € W. Esta propriedade decorre da condição II da definição, em 3.2, 
de transformação linear, para z = Q: 


f(0) = f(00) = 0f(v) = 0 
e Nos exemplos 1 e 2, de 3.2, verifica-se que 
f(0,0) = (0,0,0) ef (0) = 0 
e, em ambos os casos, as transformações são lineares. Entretanto, no exemplo 
6 do mesmo item, embora f (0, 0) = (0, 0), a transformação não é linear. Esses 
exemplos mostram que se f: V > W é linear, então f (0) = 0, mas a recíproca 
não é verdadeira, isto é, pode existir transformação com f (0) = 0 e f não ser 


linear. Uma conclusão, pois, se impõe: se f (0) # 0, a transformação não é linear. 
o caso, por exemplo, da transformação: 


fIR>IR,f(x,y,2)=(2x+3, 3x + 42) 
que não é linear porque: 
f (0, 0, 0) = (3,0) 40. 
II) Se f: V > W é uma transformação linear, tem-se: 
f (an, + a,u;) = a, f (v) + a, f (vj) 


para V v, v; € Ve Va, a; € IR isto é, a imagem de uma combinação linear 
dos vetores v; e v; é uma combinação linear das imagens f (v,) e f (vj) com os 
mesmos coeficientes a, e a,. Este fato vale de modo geral: 

f (ajo, БЕ a,u,) = a, 7091) tec a, f (Va) 


Se B = (v, ..., Va; é uma base de V, para todo v € V, da, ..., a, € IR, tal 
que 


v = a,%, +... + a, U, 
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e, portanto, 


ТӨУ- JW.) + Lorna, 260, 
isto é, dado v € V, o vetor f (v) estará determinado se forem conhecidas as 
imagens dos vetores de B. Em outras palavras, sempre que forem dados 
f (vj), f(v,), onde (v, ..., Va} é base do domínio V, a transformação linear f 
está perfeitamente definida. 
3.2.3 - Problemas Resolvidos 

1) Seja f: IR? > IR uma transformação linear e 


B= = (010,0 = (1, 0, 1), p; = (14,0) 


uma base do IR. Sabendo que f (v,) = (1, -2,f (®›) = (3, 1) ef (o>) = (0, 2), 
determinar: 


a) f (5, 3, -2) 
b) f G, y, 2) 
Solução 


a) Expressando o vetor (5, 3, -2) como combinação linear dos vetores 
da base, vem: 


(5, 3,2) = 2, (0,1,0) + a (1, 01) aG, 10) 


ou 
а + а = 5 
а, = 502, 


sistema cuja solução é: a, = -4, а, = -2 e az = 7. Então, 


(5,3, -2) = -40, - 20, + 7, 
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Aplicando f, vem: 
f(5,3,2) = -4f(v) -27(0,) + 77094) 
= -4(1, -2) - 2 (3, 1) + 7 (0, 2) 
= (-4,8) + (-6, -2) + (0, 14) 
= (-10, 20) 


b) Procedendo do mesmo modo com o vetor genérico (x, y, z), tem-se: 


(x,y,z) = a, (0,1,0) + a,(1,0,1) + a,(1,1,0) 


ou 
a +t 84 = x 
8» Z , 

sistema cuja solução é: a; = -x +y + 2,а, =Z e a, = x-z. Então, 


(yz) = (-x + y + 2) 0, + 20, + (x - Z) 2, . 
Aplicando a f, vem: 


fe y, 2) 


Cx + y +2) flv) + z f @,) + G -z) f @) 
Ex + y + z) (1, -2) + z (3, 1) + (x - z) (0, 2) 
(-X + y + z,2x - 2y -2z) + (32,2) + (0, 2x - 22) 
(-x + y +42, 4x - 2y - 32) 


2) Um operador linear f: IR > IR é definido por f (1,0) = (2, -3) e 
f (0, 1) = (4, 1). 


Determinar f (x, y). 
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Solução 

Observando que ((1, 0), (0, 1)) é a base canónica do IR? e que 
(x,y) =x(,0) + y (0, 1), vem: 

fGy) = хў(1,0) + yf(0,1) 

x(2,-3) + y(-4,1) 

(2х, -Зх) + (-4у, y) 

(2х -4y, -3x + у) 


I 


3) Seja f: V > W uma transformacáo linear. Mostrar que: 

a) f Cv) = f (v) 

b) f(u-v) =} (и) 700) 

Solução 

а) flu = d euh куШ @ АДО) 

b) fU v) = ри + (Dv) = ри) +J Cl) =) -f (v) 
4) Seja o operador linear no IR? definido por: 

f(x,y,z) = (x + 2y + 22,х + 2y -z, -x + y + 47). 

a) Determinar o vetor y € IR tal que (и) = (-1, 8, -11) 


b) Determinar o vetor v € IR tal que f (o) = v 


Solução 
a) Sendo f (u) = (-1, 8, -11), isto é, 
(x + 2y + 2z, x + 2y -z,-x + y + 42) = (-1, 8, -11), tem-se: 


x t2 2Z = -1 
х+2у- z= 8 
ex + y + 4⁄2 = =11, 
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sistema cuja solução é: x = 1,у = 2 е z = -3. 
Logo, = (1, 2, -3). 
b) Sendo v = (x,y, z) e f(v) = v ou f (x, у, 2) = (x, y, 2), tem-se: 


(x + 2y + 22,х + 2у-2,-х + y + 42) = (х,у, Z) 


ou 
X Fe 2y 4 2z = x 
Xt 25 - зу 
"Xe E р, 


sistema cuja solução geral é: x = 2z e y = -z. 


Assim, existem infinitos vetores v € IR tais que f (v) = v e todos da 
forma о = (2z, -z, zZ) ouv = z (2, -1, 1), z € R. 


3.3 - NÚCLEO DE UMA TRANSFORMACÁO LINEAR 


Chama-se núcleo de uma transformação linear f: V > W ao conjunto 
de todos os vetores v € V que sáo transformados em 0 € W. Indica-se esse 
conjunto por N(f) ou ker(f): 

М) = (ve Vf (о) = 0) 


A Figura 3.3 mostra que N(f) C V e todos seus vetores tém uma única 
imagem que é o vetor zero de W. 


Observe o leitor que N(f) 4 Ø, pois 0 Є N(f) uma vez que f (0) = 0. 
Exemplos 
1) O núcleo da transformação linear 


РЕ >R, f(xy) = (x -2y,x + Зу) 
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W 


Figura 3.3 
é o conjunto 
М) = ((x, y) € IR? / f (x, у) = (0, 0)), isto é 
(x -2y, x m 3y) EE (0, 0) 


ou 


0 
0 


non 


5 


x- 2y 
x + Зу 
sistema cuja solugáo é x = y = 0. 


Logo, N) = ((0, 0)+. 


2) Seja a transformacáo linear 
РІ > 1R f(x, у,2) = (x-y + 4z,3x + y + 82) 


Por definição, М) = ((x y, z) € IR? /f (x,y,z) = (0,0)), isto é, um vetor 
(x, y, 2) € N(f) se, e somente se, | 


(x-y + 42, 3x + y + 82) = (0, 0) 
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ou 


sistema cuja solução é: x = -3ze y = z. 
Logo, 
N (f) = {(- 32,2,2) ER/zEIR = {z (-3,1,1)/z € IR} 


ou 


N (f) = [(- 3, 1, 1)]. 


3.4 - IMAGEM DE UMA TRANSFORMACÁO LINEAR 


Chama-se imagem de uma transformação linear f: V > W ao conjunto 
dos vetores w € W que são imagens de vetores vEV. Indica-se esse conjunto 


por Im(f) ou f (V): 
Im (f) = {w € W/f(v) = о para algum v € V). 


A Figura3.4.a apresenta o conjunto Im (f C W e também o 
nücleo de f. 


Figura 3.4.a 
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Observe-se que Im (f) 2, pois 0 = f (0) € Im (f). 


e Se Im(f) = W, f diz-se sobrejetora, isto é, para todo w € W, existe 
pelo menos um v € V tal que f (v) = o. 


Exemplos 


1) Seja f: IR > IR, f(x,y,z) = (х, y, 0) a projeção ortogonal do IR 
sobre o plano x 0 y. A imagem de f é o próprio plano x 0 y (Fig. 3.4.b): 


Im (f) = {(х, y, 0) € I2/x,y € IR) 
Observe-se que o núcleo de f é o eixo dos z: 
М) = (00,0, zy z € IR). 


pois f (0,0, z) = (0, 0, 0) para todo z € IR. 


fu) = G, y, 0) 


Figura 3.4.b 
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2) A imagem da transformação identidade I: V > V, definida por 
I (v) = v, V v € V, é todo espaço V. O núcleo, nesse caso, é N(f) = (0). 


3) A imagem da transformação nula f: V > W, com f(v) = 0, 
V v € V,éoconjunto Im(f) = (0). O núcleo, nesse caso, é todo o espaço V. 


3.5 — PROPRIEDADES DO NÚCLEO E DA IMAGEM 


1) O núcleo de uma transformação linear f: V > W é um subespaço 
vetorial de У. De fato, sejam v, e v, vetores pertencentes ao N(f) ea um número 
real qualquer. Então, f (v,) = 0,f (v;) = 0 e: 


1) Ko, +0) = fo) + f @) = 0 + 0 = 0, 
isto ё, v, 359, € NG) | 
пао) а) —e0 = ü, | 
isto é, a v, € МО) 
2) A imagem de uma transformação linear f: V > W é um subespaço 
vetorial de W. De fato: 


Sejam w, e w, vetores pertencentes à Im(f) e a um número real qualquer. A 
i 2 P 
propriedade fica demonstrada se se provar que: 


Dio, + 0,€ mf) 
ID ао, € Im (f), 


isto é, deve-se mostrar que existem vetores v еи pertencentes a V, tais que 


(0) = 0 +o, e }(и) = ао). 


Como w, w, Є Im (f), existem vetores v,, v, € V tais que f (vı) = O, e 
f(vj =w,.Fazendov = v, + v, € и = а о}, tem-se: 


70) = f @, +v) = f @) + f @;) =0, +0, 
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ўш) =f(av,) =af(v) = аа, 


Portanto, Im (f) é um subespaco vetorial de W. 


3) Se V é um espaço vetorial da dimensão finita e f: V > W uma 
transformacáo linear, dim N(f) + dim Im(f) = dim V. 


A propriedade náo será demonstrada, mas comprovada por meio de 
problemas a serem resolvidos em 3.5.1 e dos exemplos dados em 3.4: 


a) no exemplo 1, o núcleo (eixo dos z) tem dimensão 1 e a imagem 
(plano x 0 y) tem dimensão 2, enquanto o domínio IF tem dimensão 3; 


b) no exemplo 2 da transformação identidade, tem-se dim N(f) = 0. 
Conseqüentemente, dim Im (f) = dim V, pois Im (f) = V; 


c) no exemplo 3 da transformacáo nula, tem-se dim Im (f) = 0. 
Portanto, dim N (f) = dim V, pois N (f) = V. 


3.5.1 — Problemas Resolvidos 
1) Dado o operador linear 
FIR > IR, f(x y,z) = (x + 2y-z y + 2z x + 3y + z), 


a) determinar o núcleo de f, a dimensão do núcleo e uma de suas bases; 


b) determinar a imagem de f, a dimensáo da imagem e uma de suas 


bases; 
c) verificar a propriedade da dimensáo (propriedade 3 de 3.5). 
Solucáo 
а) N (f) =(@y,z) €IR/f (x y, z) = (0,0, 0)} 

De 


(х + 2y -z y + 2z, x + Зу + z) = (0,0, 0), vem 
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х 2x 
у F 27 
> o chez 


0 
0 
0, 
sistema cuja solução é x = 5z, y = -2z ou (52, - 22,2), 2 € IR logo: 

N(f) = (Oz, -2z, z), z ER} = {z (5, - 2, 1)/z € IR} = [G, -2, 1)] 

a,) A única variável livre é z. Portanto: 

dim N (f) = 1 (1) 


az) Fazendo, em z (5, -2, 1), 2 = 1, obtém-se o vetor v = (5, -2, 1) 
e {(5, -2,1)) é uma base de №). 

b) Im (f) = {(a, b, c) E IR /f (x,y,z) = (a, b, c)), isto é, 

(a,b,c) € Im (f) se existe (x, y, z) € IR tal que 

(х + 2y-z,y + 2z,x + Зу + z) = (a, b, c) 


ou 
x CR ВЕ = à 
y + 2z = b 
X. de ЗУ ч Зи» 


sistema que só admite solução se a + b - c = 0 (ver prob.3, item A.40.1, 
APENDICE) 


Logo, Im(f) = {(a, b, c) € IR/a + b-c = 0} 
b,) Como são duas as variáveis livresema + b-c = 0 
(c = a + b, por exemplo), tem-se: 


dim Im(f) = 2 (2) 
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b,) Fazendo em c = a + b, 
a=leb=0,vemic=1 -.% = (1,0, 1), 
a=0eb=1,vem:c=1 ~. v, = (0, 1, 1), 
o conjunto (v, = (1, 0, 1), v, = (0, 1, 1)} é uma base de Im(f). 
c) A propriedade da dimensáo afirma que 


dim N(f) + dim Im(f) = dim IR? (V = IR, no caso) (3) 


dim I = 3 (4) 


Substituindo (1), (2) e (4) em (3), verifica-se que 


142=3: 


2) Verificar se o vetor (5, 3) pertence ao conjunto Im (f), sendo 
f: I2 > IR f (x, y) = (x - 2у, 2х + Зу) 
Soluçao 
Para que o vetor (5, 3) € Im (f) é necessário que exista (x, y) € IR tal que 
Jf (x, y) = (x-2y,2x + Зу) = (5, 3) 


ou que o sistema 


tenha solução. Ora, como o sistema tem solução (x = 3 e y = -1), 


(53) € Im (f). 
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3.6 — MATRIZ DE UMA TRANSFORMACÁO LINEAR 


Sejam f: V > W uma transformação linear, A uma base de V e B uma 
base de W. Sem prejuízo da generalizacáo, será considerado o caso em 
que dim V = 2е dim W = 3. Sejam A = (v, v; ) eB = (w, 05, w; ) bases de 
V e W, respectivamente. Um vetor v € V pode ser expresso por 


V = XV, + XU; ou UA = (X, X2) 
eaimagem f (v) por 

flv) = yw, + yw, + уо; ou f(v)s = (у, Yo уз) (1) 
Por outro lado: 

f (v) = f Gv + xw) = xf (w) + xf (05) (2) 


Sendo f (v4) e f (v,) vetores de W, eles serão combinações lineares dos vetores 
de B: 


f(vj) = a4 0, + азо, + ay0, (3) 


f(v;) = ао; + азо, + 83594 (4) 


Substituindo (3) e (4) em (2), vem 


f (v) = х, (4109, + а10, + 3395) + X; (a O, + ао + 23,05) 


ou 
f (v) = (ài Xy + арх) 94 + (ах, + арх) 0) + 


+ (asi X, + аз X2) 03 (5) 


Comparando (5) com (1), conclui-se que: 
yi = ах + ak 
Уз = àjX, + aX; 


ys = dy X, + а3Х 
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ou, na forma matricial 


yi 811 an 
Хү 
Ya | ийн er a22 # 
2 
Уз аз аз 


ou, аіпаа, simbolicamente 
f(v)g Тэд 


sendo a matriz 


ац 312 
Т = |a, 277) 
аз a32 


denominada matriz de f em relação às bases A e B. Essa matriz T é, na verdade, 
um operador que transforma v4 (componentes de um vetor v na base A) em 
f (v)g (componentes da imagem de v na base B). 


e A matriz T é de ordem 3 x 2 sempre que dim V = 2e dim W = 3. 
Se a transformação linear f : V > W tivesse dim V = ne dim W = m, T seria 
uma matriz de ordem m X n. 


e As colunas da matriz T são as componentes das imagens dos vetores 
v, ev, da base A de V em relação à base B de W, conforme se verifica em (3) 


e (4): 


811 415 
а 22 
аз аз 


FU) Л»), 


e A matriz T depende das bases A e B consideradas, 1810 é, a cada dupla 
de bases corresponde uma particular matriz. Assim, uma transformacáo linear 
poderá ter uma infinidade de matrizes a representá-la. No entanto, fixadas as 
bases, a matriz é única. 
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3.6.1 — Problemas Resolvidos 
1) Dadas a transformação linear 
f: IR? > IR, f(x y, z) = Qx-y + z 3x + y - 22) 
e as bases 
А = (u, = (1,1,1),v, = (0,1,1), v, = (0,0,1)) e 
В = (0, =: (2, 1), 9; s (5,3) р 
a) determinar T, matriz de f nas bases А е В; 


b) se v = (3, -4, 2) (vetor com componentes em relacáo à base 
canónica do ТЕЎ), calcular f (v)g utilizando a matriz T. 


Solução 


a) A matriz T é de ordem 2 x 3: 


1 | Ї 
f Ce РО,)в FU) 
FW) = РО 1,1) —02)-— a, (2, 1) + a, (5, 3) 
E + 5a =:2 | e = - 4 


la, + За, = 2 aa = 2 


f (v;) = f (0, 1, 1) = (0, -1) = а„(2, 1) + а„(5,3) 


2a, + 5a, = 0 I dy = 5 
1а„ + 3a,, = - 1 К а» = - 2 


70)) = 700, 0, 1) = (1, -2) = au, 1) + а(5, 3) 


2аз + 5аз = 1 à a = 13 
la, + За» 4 dm = 130 


II 
1 
N 
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b) Sabe-se que 
705), "Tv, (1) 


Tendo em vista que v = (3, -4, 2) está expresso na base canónica, deve-se, 
primeiramente, expressá-lo na base A. Seja u, = (a, b, c), isto é, 


(3, -4, 2) = a (1, 1, 1) + b (0, 1, 1) + c (0,0, 1) 


ou 


-4 
2, 


111 


оо фр 


+ b 
+ b+ c 


sistema cuja solução é a= 3,b= -7 e с = 6, ou seja, v4 = (3, -7, 6). 


Substituindo T e v, em (1), vem 
os dale 
per INSTR 


6 
ТО | A 


e Observe-se que 


ТО». 


f(v) = 31 (2, 1) - 10 (5,3) = (62, 31) - (50,30) = (12, 1), 


isto é, os números 12 e 1 são as componentes de f (v) em relação à base canônica 
do IR: 


(12, 1) = 12 (1,0) + 1(0, 1) = (12,0) + (0,1) = (12, 1). 
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Naturalmente f (o) = (12, 1) também seria obtido por 


Р(х, y, z) = (2x- y + z 3x + y - 22), considerando-se v = (3, -4, 2): 
f @) = (2 (3) - (4) + 2,3 (3) + (3) -2 (2) 
70) = (6 + 4 +2,9-4-4) = (12, 1). 

2) Considerando as bases canônicas A = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) 


еВ = ((1, 0), (0, 1)) do IR e do IR, respectivamente, e a mesma transformacáo 
linear do problema anterior 


/: > IR f G,y,z) = Qx-y + z 3x + y - 22), (2) 
a) determinar T, matriz de f nas bases A e B; 
b) sev = (3, -4, 2), calcular f (v)p, utilizando a matriz T. 
Solução 
a) f(1,0,0) = (2,3) = 2(1,0) + 3 (0, 1) 
700, 1,0) = (-1, 1) = -1(1,0) + 1 (0, 1) 
f (0, 0, 1) = (1, -2) = 1 (1,0) - 2 (0, 1), 
logo: 


_ 21 1 (3) 
15-15 1-3 


e No caso de serem А e B bases canônicas do domínio e do contra- 


domínio, respectivamente, como é o caso deste problema, a matriz T é chamada 
matriz canónica de f e escreve-se, simplesmente 


flv) = Tv (4) 


ficando subentendido que v = v4 ef (v) = f (v)g 
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e Examinando, em (2), a lei que define a transformação f, verifica-se, 
em (3), que sua matriz canônica T fica determinada formando a primeira coluna 
com os coeficientes de x, a segunda coluna com os coeficientes de y e a terceira 
com os coeficientes de z. 


b) Tendo em vista que v = (3, -4, 2) = va, que f (v)g = f (v) e que 


f(v) = Tv 


conforme está expresso em (4), tem-se: 
3 

5 = T m 
fe = fe = |; m -4 


RO = f() = E 


e Observe oleitor que calcular f (u) = ү pela matriz Té o mesmo 


que fazé-lo pela lei definidora de f, conforme se pode ver na parte final do 
problema anterior. 


3.6.2 — Transformações Lineares e Matrizes 


No item 3.6 viu-se que, fixadas duas bases — uma no domínio e outra 
no contradomínio —, cada transformação linear é representada por uma matriz 
nestas bases. 


Do mesmo modo, dada uma matriz qualquer e fixadas duas bases — 
uma no domínio e outra no contradomínio —, ela representa uma transfor- 
mação linear. Na prática, cada matriz pode ser interpretada como matriz 
canônica de uma transformação linear f. Assim, por exemplo, a matriz 
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representa, nas bases canónicas, a transformacáo linear 
f: > IR, f(x,y) = (2x - 3y, 5x - y, 4y) (1) 


Entretanto, a mesma matriz, numa outra dupla de bases, representará uma 
transformação linear diferente de (1). (Ver item 3.9, problema 33.) 


e Sabe-se que um operador linear sobre V é uma transformação linear 
f: V > V (é o caso particular de W = V). Nesse caso, para a representação 
matricial, é muitas vezes conveniente fazer A = B, e a matriz da transformação 
é denominada matriz de f em relação à base A (ou matriz de f na base A) e 
indicada por T4. Por exemplo, dada a base A = ((1, -2), (-1, 3)), determinar a 
matriz do operador linear 


f: IR > IR, f x, y) E (2x - y, х + y) 


nesta base. 


Calculando as componentes das imagens dos vetores da base A em 
relacáo à própria base, vem: 


f (1, -2) = (4, -1) = a, (1, 2) + а, (-1, 3) 


| la, - la, = 4 Я M лай! 


! 
ә 


-2a, + За = -1 851 
= (5,2) = a, (1, 2) + a, (-1, 3) 


| la, - 1а, = -5 E a = - 13 


— 

ЯВ 

Z 

o 

— 
| 


II 
' 
С© 


-28, + За, = 2 a, 
logo: 
11 - 13 
nc 


e A matriz canónica do operador linear deste exemplo é 


[1 
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As matrizes T, e T, por representarem o mesmo operador f em bases 
diferentes, são denominadas matrizes semelhantes e serão estudadas no Capí- 
tulo 4. 


e Quando a matriz do operador linear fé T,, a fórmula (1) de 3.6.1 
fica: f(v)a = Tava. 


3.7 - OPERAÇÕES COM TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


3.7.1 — Adição 


Sejam fı: V > W e f, Уг W transformações lineares. Chama-se 
soma das transformações f, e f, à transformação linear 


h E Ma N. 
v > (f, + f.) =f) PPE) Y vE V. 


Se T, e T, sáo as matrizes de f, e f, em bases quaisquer de V e W, a 
matriz S que representa f, + f, é 


$ = Т, + Т, 


3.7.2 - Multiplicação por Escalar 


Sejam f: V > W uma transformação linear e а Є IR. Chama-se 
produto de f pelo escalar a à transformação linear 


af: Уэ М 
ve (a fj @) = ај (о), V u € V 


Se T é a matriz de f em bases quaisquer de V e W, a matriz E que 
representa o produto de f pelo escalar c é: 


F = at. 
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3.7.3 - Composição 


Sejam fı : V > W e fa: W > U transformações lineares. Chama-se 
aplicação composta de f, com fo, e se representa por f, 9f,, à transformação 
linear 


fy of S Ve e, D 
v >f, of) (v) nin (f, (0) Dv € V. 


V 2, W 5 U 


= yn 
hef 


Figura 3.7.3 


Se T, e T, são as matrizes de f, e f, em bases quaisquer dos espaços V, 
W e U, a matriz P que representa a composição f, o f, é 


Р = Т,Т, 


3.7.4 - Problemas Resolvidos 


Nos problemas 1 a 7, que se referem às transformações lineares 


f; E > E, f, (х,у) = (x- 2y, 2x + y), fx: IR +], f, (х,у) = (x x-y) 
e f; IR > IR, f, (x, y) = (2х + Зу, y, - x), determinar: 


| 
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1) (f, + f) G, y) 
Soluçao 
(f + 6) (х,у) = h (х,у) + 7 (x, y) 
= (x-2y,2x + y) + (xx-y) 
= (2x-2y,3x) 
2) (355 - 2f2) (x, y) 
Solução 
(3/, - 27,) (х,у) = Gf) Gs y) - (2f;) (x, y) 
= 3f, (x, y) n 2f, (x, y) 
= 3 (x-2y,2x + y)-2(xx-y) 
= (3х- бу, бх + Зу) - (2х, 2x - 2y) 
= (х- бу, 4х + 5у) 
3) A matriz canónica de 3f, - 2f; 


Soluçao 


“Ч 


Observe o leitor que esta matriz é igual a: 
DUTRA Ел МУ 
Xp т, = э]; 1 1217 


ЫН 


onde T, е T, são as matrizes canônicas de f, e fo, respectivamente. 
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4) A matriz canónica de f, o f, 


Solução 


spp 


5) A matriz canónica de f, o f, 


Solução 
a HEC M 201 2 
nt = |; | мз. 
Assinale-se que f, o f; * f, o f, e esse fato geralmente ocorre. 


6) A matriz canónica de f, o f, 


Solução 
Tea dies 43 24 
mm =T= f; | E é ps 


O operador f, o f, é também representado por f 1. 


7) A matriz canónica de f, o f, 


Solução 
2 3 ЭРЭЭ 
= 1 0 = 1 0 


A transformacáo f, o f, náo existe pela impossibilidade de multiplicar 
Т, por T}. 
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3.8 - TRANSFORMAÇÕES LINEARES PLANAS 


Transformação linear plana é toda função linear cujos domínio e con- 
tradomínio constituem o І. Serão estudadas algumas de especial importância 
e suas correspondentes interpretações geométricas, ficando a cargo do leitor 
verificar que são lineares. 


3.8.1 - Reflexões 


a) Reflexão em relação ao eixo dos x 


Essa transformação linear leva cada ponto ou vetor (x,y) para a sua 
imagem (x, -y), simétrica em relação ao eixo dos x: 


РІ > IR, f(x y) = (х, -y) (Figura 3.8.1a) 


eG y) 
! 


Figura 3.8.1.a 


A matriz canónica dessa transformacáo é: 


Tm 


106 Introdução à Álgebra Linear 


logo: 
x _ |1 0 x 
“Y oa ыру 
b) Reflexão em relação ao eixo dos y 
f. IR IR, f(x,y) = (x,y) (Figura 3.8.1b) 
Figura 3.8.1.b 
A matriz canônica dessa transformação é: 
22155140 
5161 
logo: 
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c) Reflexão em relação à origem 


fR>R,f(xy) = (-х, y) (Figura 3.8.1c) 


Figura 3.8.1.c 


A matriz canónica dessa transformação é: 


ofa o 
E 


ШЫПЫ 


4) Reflexão em relação à reta y = х 


fIR>IR,f(x,y) = (yx) (Figura 3.8.1d) 


logo: 
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Figura 3.8.1.d 


A matriz canónica dessa transformacáo é: 


E 
АЧ 


logo: 


e) Reflexáo em relaçao à reta y = -x 
f: IR > IR, f (xy) = Cy, x) (Figura 3.8.1. e) 


A matriz canónica dessa transformacío é: 


[51 
ми 
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logo, 


Figura 3.8.1.e 


КЕЕ 


3.8.2 — Dilatações е Contracóes 


logo, 


a) Dilatacáo ou contracáo na direcáo do vetor 
FIR > I2, f(x,y) = a (ху) = (ax, ay), a € IR (Figura 3.8.2.a) 


A matriz canónica dessa transformação é: 


_ [е о 
^os 


109 
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Figura 3.8.2.a 


Observe o leitor que 
-se |a | > 1, f dilata o vetor; 
-se |a | < 1, f contrai o vetor; 
-sea = 1, fé aidentidade I; 


- se a < 0, fmuda o sentido do vetor. 


e A transformação f: IR > IR, f (x, у) = 2 (x,y) = E 2 é um 
exemplo de contracáo. 


b) Dilatação ou contração na direção do eixo dos х 
F. JR > R, f(x,y) = (a x, y), a > 0 (Fig. 3.82.b) 


A matriz canônica dessa transformação é: 


. [e 0 
511 
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Observe o leitor que 

- sea > 1,f dilata o vetor; 

-se 0 < a < 1, f contrai o vetor. 

e A transformação dada é também chamada dilatação ou contração 
na direção horizontal de um fator a. 

A Fig. 3.8.2.b mostra uma dilatação de fator a = 2 e uma contração de 


1 
fatora = 2 


(5 Xy) (xy) (2x, y) 


Figura 3.8.2.b 
c) Dilatação ou contração na direção do eixo dos y 


f. ЕЁ > IR, f (x, y) = (x, a y), a» 0 (Figura 3.8.2.c) 
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Figura 3.8.2.c 


A matriz canónica dessa transformação é: 


21! 
34-04 


Observe o leitor que 


logo: 


-se a > 1, f dilata o vetor; 


-se O «a < 1, f contrai o vetor. 


e Nos casos b) e c), se а = 0, viria, respectivamente: 


b) f(x, y) = (0, y) ef seria a projeção do plano sobre o eixo dos y 
(Fig. 3.8.2.d) 
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c) f (xy) = (x, 0) e f seria a projeção do plano sobre o eixo dos x 
(Fig. 3.8.2.e) 


ALA lira E (x, y) 


f @ ) = (3,0) 


Figura 3.8.2.d Figura 3.8.2.e 
3.8.3. - Cisalhamentos 
a) Cisalhamento na direção do eixo dos x 
f. JR ^ IR, (ҳу) = (x + ау, y) 


A matriz canónica desse cisalhamento é: 


MT su 
511 


O efeito desse cisalhamento, para um determinado valor de a, é transformar o 
retángulo OAPB no parelelogramo OAP”B” de mesma base e mesma altura 
(Fig. 3.8.3.a). 
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Figura 3.83.a 


Por esse cisalhamento, cada ponto (x, y) se desloca paralelamente ao 
eixo dos x até chegar em (x + a y,y), com exceção dos pontos do próprio eixo 
dos x - que permanecem em sua posição -, pois para eles y = 0. Assim, fica 
explicado por que o retângulo e o paralelogramo da Figura têm a mesma base 
OA. 


e Esse cisalhamento é também chamado cisalhamento horizontal de 
fator a . 


b) Cisalhamento na direcáo do eixo dos y 
FR ^R, f(x y) = (у + ax) = (ax + y) 


A matriz canónica desse cisalhamento é: 


^а 
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O efeito desse cisalhamento, para um determinado valor de a, é trans- 
formar o retângulo OAPB no paralelogramo OAP”B” de mesma base e mesma 
altura (Fig. 3.8.3.b) 


Por esse cisalhamento, cada ponto (x, y) se desloca paralelamente ao 
eixo dos y até chegar em (x ,a x + у), com exceção dos pontos do próprio eixo 
dos y — que permanecem em sua posição -, pois para eles x = 0, Assim, fica 
explicado por que o retángulo e o paralelogramo da Figura tém a mesma base 

A 


e Esse cisalhamento é também chamado cisalhamento vertical de 
fator a. 


Figura 3.8.3.b 


3.8.4 — Rotação do Plano 


A rotacáo do plano de um ángulo 0 em torno da origem do sistema de 
coordenadas, sistema determinado pela base A = íe, = (1, 0), e, = (0, 1)), é 
uma transformação linear fç : IR > IR? que a cada vetor v = (x,y) faz 
corresponder o vetor fç (v) = (x, y”) (Fig. 3.8.4.a). 
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780) = (X, y) 


Figura 3.8.4.a Figura 3.8.4.b 
Um vetor v = (x,y) é expresso, na base A, por 
о = xe, + y e;, 


e, de acordo com a propriedade II) das transformacóes lineares, item 3.2.2, 
pode-se escrever: 


Jo (v) = xfa (e) + yfo (е) (1) 
Mas, conforme a figura 3.8.4.b, tem-se: 

№ (е) = (cos Ө, sen 0) (2) 

fo (€) = (-sen8, соб) (3) 
Substituindo (2) e (3) em (1), vem: 

%@) = (х,у) = х(соѕ 0, sen Ө) + y (-sen Ө, cos Ө) 


= ((cos 0) х, (sen 0) x) + ((-sen Ө) y + (cos 0)y) 
((cos 0) х + (-sen O)y, (sen Ө)х + (cos0)y) (4) 
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A matriz canónica dessa transformacáo fç é 


T, = с080 -senó 
0 senó соѕ0 


x | = |cosO -senO|- |х 
y senó соѕ0| |y 


A matriz Ty, chamada matriz de rotação de um ángulo 0, 0 < 0 < 2л, é a matriz 
canônica da transformação f, : IR? > IR, definida em (4). 


logo: 


e Nada impede que a rotação do plano seja de um ángulo 0 < 0; nesse 
caso, o ángulo será designado por -Ө e a respectiva matriz de rotação, por T, 


T — |cos (-0) -sen (-0) 
с) sen(-0) соѕ (-0) 
mas, 
cos (-0) = cos 0 
sen (-0) = - sen 0, 


logo: 


T * cos6  senO 
C 0) -senÓ соѕ Ө 


Como se pode ver Тоу = Ту, isto é, a matriz da rotação de um ángulo -0 é a 
inversa da matriz da rotação de um ângulo 0. Este fato significa que se, por 
intermédio da matriz Ty, se leva o vetor v = (х, у) à sua imagem f (v) = (x', y”), 
por meio da matriz Тоө = T?! a imagem f (v) = (x, y”) é trazida de volta ao 
vetorv = (x,y). Assim: 


Tw). = Tav 


v = Tg! f (v) 
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oec o RI A a pa 


ou, na forma matricial: 


x| _ |с050 -sen8| |x 
y send cos@| |y 
3| z cosó senO| |х 
y -senf со80| |y 


3.8.5 — Problemas Resolvidos 


1) Determinar a matriz da transformação linear f em IR? que repre- 
senta um cisalhamento de fator 2 na diregáo horizontal seguida de uma reflexáo 
em relacáo ao eixo dos y. 


Solução 


a) A matriz canônica do cisalhamento de fator 2 é 


цайг 
шин 


e, por conseguinte, por meio de Ау, se obtém f, (v) = (x, y”) a partir de 
о = (х,у): 


0-36 | 


b) A matriz canônica da reflexão, em relação ao eixo dos y, é: 


e, por conseguinte, por meio de A,, se obtém f(x,y”) = (х", у") a partir de 


(х, у’): 
xx cn. 9] [у (2) 
A TE 
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Substituindo (1) em (2), tem-se: 


ou 


representa a transformação composta f = f, ° f, do cisalhamento com a 
reflexão. 


e É de assinalar-se que, conforme foi visto no estudo de composição 
de transformações lineares, item 3.7.3, a matriz da composição é obtida pelo 
produto das matrizes que representam cada transformação, tomadas na ordem 
inversa: A, A,. Esse fato continua válido no caso de haver uma composição com 
mais de duas transformações lineares. 


2) Sabendo que e, = (1,0) e e, = (0, 1), calcular as imagens fọ (е) e 
fo (e,) pela rotação do plano de um ángulo 0 = 30º. 


Solução 
a) fa (e) = (x,y) = Toe, 


x — |cos 30º - sen30? 1 
y sen30*  cos30º| |0 


ou 


9 
|= 
ыр 


Ea 
ХЭ, x, 
=й 

II 
|= N 

SES 
[Ez лай 
Sm 
CESE 

11 


м | - 
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b) fale,) = (x", y") = Toe, 


ou 


x” _ |cos30º -sen30”| |0 
y" sen30?  cos30º| |1 


MAC vni qd 
и E 
Y i- cM УЗ 

2 2 2 


e Partindo das imagens (х,у) = 8, > e (x,y) = (- > 3 


) 


pode-se determinar os vetores de partida (a', b’) e (a”, b"), respectivamente, 
por meio de uma rotacáo no plano de um ángulo de -30? . De fato: 


УЗ 
а) аа cos 30° sen 30° 2, 
b' - sen 30° cos 30? 1 
2 
ya 1 28 
COI E 
Эн {йез аа мй ! 
2 2 2 
1 


b) a x cos30? sen30? 2 
És - sen 30° cos 30º v3 
DE 
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y3 141511 
J-i аа 
В sb зайлаад лай [ad м | 

2 2 2 


Como se vé, (a”, b) = (1, 0) = e, e (a”,b”) = (0, 1) = e 
3) Dado o vetor v = (4, 2), calcular a imagem fs (v) pela rotação do 
plano de um ángulo de 90º. 


Solução (ver figura 3.8.5.a) 


о) = C2, 4) 


Figura 3.8.5.a 


f(v) = (Су) «Та 


ou 


x = |cos 90º -sen90º| |4 
y 566190» соѕ90°| |2 
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a esa e ee «————— — 


хш = bd 152 

y 1- "Oj4| 2 4 
e Assim como no problema anterior, partindo de f (v) = (-2, 4), 
pode-se calcular o vetor de partida v — (x, y) por meio de uma rotacáo de -90*: 


o= I fiu 


ou 


x _ cos 90° sen 90? -2 
у - sen 90° cos 90º 4 


4) Os pontos A (2, -1), B (6, 1) e C (x, y) sáo vértices de um triángulo 
eqüilátero. Calcular as coordenadas do vértice C utilizando a matriz de rotacáo 
do plano. 


Solução 
A Fig. 3.8.5.b permite escrever: 


— 


AB = B дА 
АС =e l x 


(6,1) = Ab 
(x, y) š (2, E 1) 


(4, 2) 
(х= e 1) 


II 
| 


O vetor АС pode ser considerado a imagem do vetor AB pela rotacáo do plano 
de um ángulo de 60º em torno de A (no triángulo eqüilátero |AB| = |AC]). 
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Figura 3.8.5.b 


Designando o vetor AB por v = (4, 2) e o vetor AC por fo (v) = (x -2, y + 1), 
tem-se: 


fo (v) = To 


ou 


x=- 2| _ |cos 60 -sen60º] |4 
yer sen 60? cos 60°| |2 


ДЭГ 
ET | 
2 2 
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Pela condição de igualdade de matrizes, vem: 


х= 2 = 4-8 
y+1=2Y3 +1 
ou 
x= 4- 93 
y = 2/3 
logo, 
С(4- УЗ, 243) 


e Oproblema tem outra solução que seria obtida fazendo uma rotação 
de -60º do vetor AB = v em torno de A (a cargo do leitor). 


3.9 — PROBLEMAS PROPOSTOS 


Nos problemas 1 a 12, dentre as funções (transformações) dadas, 
verificar quais delas são lineares. | 


1) f: IR > IR, f (x, y) = (2x - y, 3x + Sy) 
2) f: IR > IR, f (x, y) = (2, y?) 

3) TR > IR, f(x y) = (x +1, y) 

4) f: IR > IR, f (x, y) = (y-x, 0) 

5) f: IR > IR, f (x, y) = (|х |, 2y) 

6) fR > If (x y) = xy 

7) f: IR > IR, f (ху) = (Зу, 2x, 0) 

8) f. IR > IR, f(x y, 2) = (x + y, x-y, x) 
9) f: R> I, f (x) = (х, 2) 
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10) f: IR > IR, f (x, y, z) 23x -2y + z 
11) £ IR > IR, f (x, y) = x 
12) f: IR > IR, f (x,y) = (у, х,у, x) 


Nos problemas 13 a 18, dada a transformação linear f: IR? > IR?, 
definida em cada um deles, 


a) fazer um gráfico de um vetor genérico v — (x, y) e de sua imagem f (v); 


b) dizer que transformação linear plana os gráficos representam. 


13) f (x, y) = 2x, 0) 14) f (x, y) = (2х, у) 
15) f (х, y) = C2x, 2y) 16) f (x, y) = (3x, -2y) 
17) f x, y) = (y, x) 18) f X, y) = -2 (x,y) 


19) Seja f: IR° > W a projecáo ortogonal do IR? sobre o plano y 0 z, indicado 
por W. 


a) Determinar a lei que define f ; 
b) Calcular f (3, -4, 5). 


20) Dada a transformação linear Ѓ ІК І talque f(1,0,0) = (2,1), 
/(0, 1,0) = (-1,0) e f(0,0,1) = (1, -2), 


a) determinar a matriz canónica de f; 
b) calcular f (3, 4, 5); 
c) calcular f (x, y, z). 


21) Uma transformação linear f: IR? > IR étalque f(-1,1) = (3,2,1) e 
DUET = (10) 


Determinar: 

SP SAL" 

b) f(x, y); 

c) v € IR tal que f (v) = (22, 1, -3). 
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22) 


23) 


24) 
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Seja f: IR > IR? a transformação linear definida por f (1, 1, 1) = (1,2), 
/ (1, 1,0) = (2,3) ef (1, 0, 0) = (3, 4). Determinar: 
a) f G, y, 2); 
b) v, € IR tal que f (v) = (3, 2); 
c) v, € IR tal que f (v;) = (0, 0). 


Dado o operador linear f: IR > IR, f (x, y) = (2x + y, 4x + 2y), dizer quais 
dos seguintes vetores pertencem a N (f): 


a) Tips (1, -2); 
b) ОЮ с> (2, д3); 
с) v, = (-3, 6). 


Para o mesmo operador linear do problema anterior, verificar quais dos 
seguintes vetores pertencem à Im (f): 


a) HQ = (2, 4); 
b) i = C > 1) 
c) Из = GL 3). 


Nos problemas 25 a 28 são apresentadas transformações lineares. Para 


cada uma delas determinar: 


dimensão. 

25) f: IR > IR f (x, у) = (3x-y, -3x +y) 
26) f: IR > IR, f(x,y) = (x + y, x, 2y) 
27) fR > IR, f(x y) = (х-2у,х + y) 


a) o núcleo, uma base desse subespaco e sua dimensão; 
b) a imagem, uma base desse subespaco e sua dimensão. 


Verificar ainda, em cada caso, a propriedade 3, item 3.5, relativa à 
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28) f: JG R2, f (x, y, z) = (x + 2y -z, 2x -y + 2) 


29) Dadas a transformação linear f: 8-1, f (x, y, z) = (2x + y -zx + 2y) e 
as bases A = ((1, 0, 0), (2, -1, 0), (0, 1, 1)) do Re B = ((-1, 1), (0, 1)) do 
IR, determinar a matriz de f na bases A e B. 


30) Seja a transformação linear f: IR IR, f (x,y) = (2x -y, x + 3y, -2y) e as 


bases A = ((-1, 1), (2, 1)) eB = ((0,0, 1), (0, 1, -1), (1, 1, 0)). Determinar: 


а) a matriz de f nas bases A e B; 


Ner 


b) a matriz de f nas bases A e C, sendo C a base canônica do I; 
c) a matriz canónica de f; 


d) f (3, 4) usando as matrizes obtidas em a), b) e c). 


31) Seja a matriz 
Ф ul 
514 


e f o operador linear no IR definido por f (v) = Av. Determinar a matriz 
de fem cada uma das seguintes bases: 


a) (1,0), (0,085 
b) ((1, 2), (1, 3)). 


32) Dados o operador linear IR > IR, f(xy) = (x + 2y, x - y) e as bases 
А = {(-1, 1), (1,0), В = (@, -1), CLD} € C a canónica do R, 
determinar T4, Tg e Tc, matrizes do f nas bases A, B e C, respectiva- 
mente. 


33) Sabendo que a matriz de uma transformação linear f: IR > IR nas bases 


А = {(-1, 1), (1, 0)) doIR e B = { (1, 1, -1), (2, 1, 0), (3, 0, 1)) do Ré 


A 


х 
l 
- b C 


1 
5 
+1 


determinar a expressáo de f (x, y) e a matriz canónica de f. 
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34) Dado o operador linear f: ТЕЁ > IR representado pela matriz: 


bn par = 
determinar os vetores z, v e o tais que: 
a) f (u) =; 
b) f(v) = 2v; 
c) f (o) = (4, 4). 
Os problemas 35 e 36 se referem ás transformações lineares de IR? em 
IR definidas por f, (x,y) = (х-у, 2х + y, -2 x) ef, (х,у) = (2х - y, x - 3y, y). 
35) Calcular (f, — f, ) (x, y) 
36) Calcular (3 f, - 2f,) (x, y) 
Os problemas 37 a 42 se referem aos operadores lineares f e g definidos 
por f (х, у) = (x-2y, y) e g (x, y) = (2x, -y). 
37) Calcular f +g 
38) Calcular g-f 
39) Calcular 2f +4g 
40) Calcular fog 
41) Calcular gof 
42) Calcular f of 


43) Dado o operador linear f: IR? > IR? que produz uma rotação do plano de 
um ángulo 6, calcular f (-2, 4) e f (x,y) nos casos de: 


a) 0 = л; 
b) Ө == 

л 
=". 
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44) Os pontos A (2,-1) e B (-1,4) sáo vértices consecutivos de um quadrado 
ABCD. Determinar os vértices C e D, utilizando a matriz de rotação do 
plano. 


45) Em um triángulo ABC, os ángulos B e C medem 757 cada um. Sendo 
A (1, 1) e B (-1, 5), calcular as coordenadas do vértice C. 


Nos problemas 46 a 49, determinar a matriz da transformação linear ` 
em IR? que representa a seqüéncia de transformações dadas em cada um deles. 


46) Reflexão em relação ao eixo dos y, seguida de um cisalhamento de fator 5 
na direção horizontal. 


47) Rotação de 30º no sentido horário, seguida de uma duplicação dos módulos 
e inversão dos sentidos. 


48) Rotação de 60º, seguida de uma reflexão em relação ao eixo dos y. 


49) Reflexão em relação à retay = -x, seguida de uma dilatação do fator 2 na 
direção Ox e, finalmente, de um cisalhamento de fator 3 na direção vertical. 


3.9.1 - Respostas dos Problemas Propostos 


1a 12) São lineares as transformações dos problemas 1, 4, 7, 8, 10, 11 e 12. 
13) a) 14) a) 


b) Projeção do plano sobre o eixo b) Dilatação na direção do eixo х. 
dos x seguida de uma dilatação. 
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химийн A A A „и 


15) a) 


f(v) 


-—-----------2y 


b) Reflexão em relação ao eixo doy b) Reflexão em relação ao eixo dos 
seguida de uma dilatação. x, seguida de uma dilatação de 
fator 2 na direção vertical e, final- 
mente, uma dilatação de fator 3 

na direção horizontal. 


18) a) 


a e ha 2y 
f(v) 
b) Reflexão em relação ao eixo dos b) Reflexáo em relacáo à origem se- 
x seguida de uma reflexáo em guida de uma dilatação. 


relacáo à reta y = x. 
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19) a) f(x, y,z) = (0, y, 2) 
b) f G, 4, 5) = (0, 4,5) 


JE 
b) f(3,4,5) = (7, -7); 
c) f(x, y, z) = Qx-y + z, x - 22) 
21) a) f(2 3) = (-1, 1, -2); ` 
b) f &, y) = (-2х + y,-x + y, - x); 
c) ® = (3, 4) 
22) a) f(x,y,z) = (3x-y-z 4x - y - z); 
b) 0; = (1, 6 - z, z); 
c) v, = (0, -z, z) 
23) v ev, 
24) mem, 
25) N (f) = ((x, 3x) / x € IB; Im (f) = (Cy, y) / y € IR) 
26) N (f) = £(0,0)); Im (f) = (хул) € IR/2x-2y -z = 0) 
27) N (f) = £(0,0)); Im (f) = IPR 
28) N (f) = f(x, -3x, -5x)/ x € IR); Im (f) = IR! 


4 dqe2 99 
»т-13 3 | 


3 0 
20) a) T = | 5 2]; 
= 3 
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31) a) Т, = A = E j| 
эт [E 3] 
32) T, = Е | T, = 
33) f(x,y) = (8х + 18у, бх + 11у, - 2x - 4y); T = | 6 1 
-2 -4 
34) a) и = (0,0); 
Busy De 
c) o — (1,1) 


35) (fi -f2) (х, y) = (x х + 4y, 2x - y) 

36) (Bf, - 22) (x, y) = Cx y, 4x + 9y, -6x - 2y) 
37) (f +8) (ху) = Gx-2y, 0) 

38) B-f) (х,у) = (x + 2y, -2y) 

39) Qf + 4g) (х, y) = (10x - 4y, - 2y) 

40) (f og) (x,y) = (2х + 2y, - y) 

41) (gof) (х,у) = (2x - 4y, - y) 

42) (f of) (х,у) = (x- 4y, y) 

43) a) f(2,4) = (@,- 4); (х, у) = Cx - y) 
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b) fC2,4) = (3V2, VD); fy) -С2х - Ly, D+ Ls) 
©) 162,4) = (1288, 2- yf) = @ - Ey La + D) 


44) C (4,7) e D (7,2) ou C (-6, 1) e D (-3, -4) 
45) С(-1- УЗ, 2/3) ou CG - УЗ, 2 + 2/3) 


46) A = Hm | 
уз x 
ma | | E 
L TE 
B 2 
48) A = 
УЗ I 
2 2 


Capítulo 4 


OPERADORES 
LINEARES 


4.1 — OPERADORES LINEARES 


No Capítulo anterior se viu que as transformacóes lineares de um 
espaco vetorial V em si mesmo, isto é, f : V > V, sáo chamadas operadores 
lineares sobre V. : 


As propriedades gerais das transformacóes lineares de V em W e das 
correspondentes matrizes retangulares sáo válidas para os operadores lineares. 
Estes e as correspondentes matrizes quadradas possuem, entretanto, proprie- 
dades particulares, que seráo estudadas neste capítulo. 


e Tendo em vista aplicacóes em Geometria Analítica, seráo estudados, 
de preferência, operadores lineares em IR? e IR, 


e As transformacóes lineares planas do capítulo anterior sáo todas 
operadores lineares по IR, Ao apresentá-las, teve-se como objetivos principais 
mostrar suas matrizes canónicas, a correspondente interpretacáo geométrica e 
a composição de transformações. Estas são as razões de o referido assunto ter 
aparecido no Capítulo 3. 
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4.2 - OPERADORES INVERSÍVEIS 


Um operador f: V > V associa a cada vetor v € V um vetor f (v) € V. 
Se por meio de outro operador g for possível inverter essa correspondéncia, de 
tal modo que a cada vetor transformado f (v) se associe o vetor de partida v, 
diz-se que g é operador inverso de f e se indica por f `1. Nesse caso f ! (f (v)) =v 
(Fig. 4.2). 


Figura 4.2 


Quando o operador linear f admite o inverso f |, diz-se que f é inver- 
sível, ou regular ou não-singular. 


4.2.1 - Propriedades dos Operadores Inversíveis 


Da definição e do fato de que a cada operador linear corresponde uma 
matriz, decorrem as seguintes propriedades: 


I) Sef é inversível e f о seu inverso, tem-se 
fof'-f!of = I (identidade) 


II) Se f é linear inversível, f! também é linear. 


III) A matriz B de f `! numa certa base (na prática será sempre consi- 
derada a base canónica) é a inversa da matriz T de f na mesma base, 
isto é, B = T 1, 
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logo, 
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; 


e Como conseqüéncia da propriedade III, tem-se: f é inversível se, e 


4.2.2 — Problema Resolvido 


2 (x, y) = (4x - 3y, - 2x T 2y), 


a) mostrar que f é inversível; 


somente se, det T # 0, fato esse que será utilizado “preferencialmente” para 
verificar se f é inversível. 


1) Dado o operador linear f : IR > IR definido por 


b) determinar uma regra que defina f 1. 


Solução 


a) A matriz canônica de f é 


qu E É e detT = 2 


2 2 


Como det T = 0, f é inversível. 


b) A matriz ТЭ, inversa de T, é: 


Очам Валона 
При = 2) 
2 4 
с диве 
гу = т] 5 3 
y 1 2 


d =#-6=2=о 
E x + Sy 
y х + Оу 
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ou 


fy = (к + Š y, x + 3) 


e Deve ser entendido que se f leva о vetor (x,y) ao vetor (х’, y”), 


B; 


o operador f `! traz de volta o vetor (x', y”) para a posição inicial (x, y), ou seja, 


desa 


Assim, neste problema, se v = (x, y) = (2, 1): 


СЕРЫ ЫЕ 


isto é, 


AS | 
< x 
lI 
iz: 

м 
I wx 
<=; r, 
[e mo org 
| 
= = 
N [о 

і 
NU 
e | 
Ra 


e As transformações lineares planas vistas no Capítulo 3 são todas 
operadores lineares inversíveis. Fica a cargo do leitor verificar que o inverso de 
uma reflexão em relação a uma reta é uma reflexão em relação à mesma reta, 
o inverso de uma dilatação é uma contração, etc. 
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4.3 - MATRIZES SEMELHANTES 


Seja f: V >V um operador linear. Se A e B são bases de V e T4 e Ty 
as matrizes que representam o operador f nas bases A e B, respectivamente, 
entáo 


T, = ОТ, Q, (1) 


sendo Q a matriz de mudança de base de B para A. De fato: 


Pela definição de matriz de uma transformação linear, pode-se escrever 


Хо) 
(y = Tyvg (3) 


lI 


Tu. (2) 


Designando-se por Q a matriz de mudança de base de B para A, tem-se: 


UA = Оов (4) 

f (v) = Of (v)s (5) 
Substituindo (4) e (5) em (2), vem: 

Of @)в = T, Ов 


Como a matriz Q é inversível, pode-se escrever: 

Q" Of (v)g = ОГТ, Qus 
ou 

f@)s = ОТ, Оо, (6) 
uma vez que Q' Q = L. Comparando (6) com (3), vem: 


г - ото 
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que é a relacáo apresentada em (1). 


É preciso que o leitor atente para o fato de que, na relacáo (1), a matriz 
Q é a matriz de mudanca de base de B para A (da 22 base para a 19). 


As matrizes T, e Tp sáo chamadas matrizes semelhantes. 


Por conseguinte, duas matrizes sáo semelhantes quando definem, em 
V, um mesmo operador linear f, em duas bases diferentes. Mais precisamente, 
duas matrizes T, e Tp 580 semelhantes se existe uma matriz inversível Q tal que 


T, = ОТ, Q 


4.3.1 — Propriedade de Matrizes Semelhantes 


Matrizes semelhantes possuem o mesmo determinante. De fato, de 


T = O T. Ó; 
vem 
QT, = QQ'TAO 
ou 
ОТ, = TA Q 
e 
det Q x det Ty = det T, X det Q 
ou 


det Ts = det Tan 
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4.3.2 — Problemas Resolvidos 


1) Sejamf : IR? > Ї um operador linear e as bases А = {(3, 4), (5, 7)) 
e B = ((1, 1), (-1, 1)). 


Sabendo que 
ги? 2 4 
15 багны 
calcular Tg utilizando a relação Tg = ОГТ, Q. 


Solução 


As bases A e B, como se sabe, podem ser representadas, respectivamente, pelas 
matrizes 


410155 


Tendo em vista que Q é a matriz de mudança de base de ËB para A, 
pode-se escrever: 


Q = AB 
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7 12 7 
2 2 2 6 
Q'! = = 
1 2 1 
2 2 2 : 
7 
2 бо .рэсрега оўуна 
Tg = = 
Ї ln 8 оаза Дел 7 


e Observe о leitor que det T4 = det Tg = -6 


2) Dado o operador linear f : ЕЁ > ЕЁ, f (ху) = (2x + 9y, х + 2y), 


determinar Т, matriz canónica de f , e, a seguir, utilizando a relaçáo entre 
matrizes semelhantes, calcular a matriz de f na base B = ((3, 1), (-3, 1)). 


por 


Solução 


a) É imediato que a matriz canônica de f é 


= [3 


b) A matriz Q de mudança de base de B para a base canônica A é dada 


О-АВ-РВ-18-8-1 Él 
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e 
1 3 
6 6 
G = 
. 1 3 
6 6 
logo, 
1 3 
6 6 2 отар 
Ta = O TO = = 
ub 3 1 24511 1 
6 6 
5 È 
6 6 3 E. 5 0 
4 198 1 1 Dios d 
6 6 


e É interessante desde já observar que a matriz diagonal Ty que 
representa f na base B é mais simples, no sentido de “estrutura” do que a matriz 
canónica T, fato este que náo ocorreu no problema anterior com as matrizes Ta 
e Tp. A simplificação da matriz de um operador f está ligada à escolha 
adequada de uma base, pois é a matriz de mudança de base Q que atua sobre a 
matriz de um operador linear para transformá-la em outra matriz do mesmo 
operador. А escolha de uma base “certa”, que torna a matriz de um operador f 
a mais simples possível, será objeto de estudo no próximo capítulo. 
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4.4 - OPERADOR ORTOGONAL 


Um operador linear f: V > V é ortogonal se preserva o módulo de 
cada vetor, isto é, se para qualquer v € V: 


If 001 = lvl. 
Tendo em vista que o módulo de um vetor é calculado por meio de um 
produto interno ( |v | = Vv · v), os operadores ortogonais são definidos nos 


espaços vetoriais euclidianos. 


e No estudo dos operadores ortogonais, serão consideradas somente 
bases ortonormais em V e, particularmente, a base canônica. 


e É fundamental que, sendo с uma base ortonormal de V, o produto 
interno de dois vetores quaisquer de V, nessa base, é sempre o usual. Isso será 
demonstrado para o caso de dim V = 2, uma vez que o caso de dim V = né 
similar. 


Sejam а = (4, Hu.) uma base ortonormal de V e и e v vetores 
quaisquer de V, sendo 


=am + аи, ou и, =(a,a) 
v=b,4, +bu ou о, = (b,b) 


O produto interno dos vetores 4 e v é 


(аш, + a2,1,) - (b, 4, + D,4,) 

а 4, (bi, + bu) + 2,1, . (b, 4, + bzh) 

a, b, (4.4) + a, b, (4, и) + a,b, (n.p) + 
+ a,b, (4, .#) 


uv 


Como a é ortonormal, isto é: 


Is e] 
a 0561») 
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tem-se 
4.v= b, + ab, 


e Representando u e v na forma matricial, isto é, 


pode-se escrever 


Av = p'u, (1) 
1810 é, 
b, 
k'u = [а a] b, = a, b, + a,b,. 


Na notação (1), está-se identificando a matriz u'v, de ordem 1, com o número 
u.v, о que será utilizado em futuras demonstrações. 


Exemplos 

1) No IR, o operador linear definido por 
— 3 -- 

f ху) = E = Y sx + 53) 


é ortogonal. De fato: 


VÉ- iy + Ext Y 


n| = VG 
ES AE A A 
258 25977 25У + 250 + 25у + 25У 
_ А/ 25 25, 
М8. 
= ух? + у? 


| (у) |, V (ҳу) ER 
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2) A rotacáo do plano de um ángulo 0 definida por 
f x, y) = (x cos 0 — y sen 0, x sen Ө + y cos Ө), 
é ortogonal. De fato: 
If y) | = V(xcosÓ - ysen0) + (xsenð + y cos 0) 
Desenvolvendo o radicando e simplificando: 
Г Oy) | = y (х2 + у2) соѕ20 + (x? + y?) ѕеп20 
= V(x? + y?) (cos?0 + sen20) 


= Ух? + y? 
|(х,у) |, Y (х,у) ER 


3) No IR, o operador linear definido por 


Т (х,у,2) = (-у,Х,-2), 
é ortogonal. De fato: 
If у, 2)| = VC PE PDA Z) S= 
= v y? + y? + 22 = | (х, у, 2) | 
4.4.1 - Propriedades dos Operadores Ortogonais 
D Se f: V >V éum operador ortogonal e A a matriz de f numa base 


ortonormal qualquer, isto é, f (v) = Av, A é uma matriz ortogonal, ou 
seja, At = A”, De fato, como f é ortogonal, tem-se: 


po udo Е 
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ou 
|Av| = [v| 

ou, ainda 
VAv: Av = Vu: 
Av .Av-—U.U 

isto é, 
(Av) Av = v'v 
(v A) Av = vv 

ou 


v! (A'A) v = vv 
o que implica 
АГА =]. Ай = АС, 


Assim, uma matriz ortogonal 6 uma matriz que representa um operador orto- 
gonal numa base ortonormal. 
Exemplos 


1) A matriz canónica A do exemplo 1 do item 4.4 é ortogonal, pois 


4 3 А 3 
5 5 5 5 
А = At = = A 1 
3 4 _3 а 
5 5 5 5 
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2) A matriz canónica A do Exemplo 2 do item 4.4 é ortogonal, pois 


2:їг(8080 c - sen 0 А а cos0 -с0801| 201 
a вє vH AR M ger a E 


(ver Apéndice, Probl. 3, A. 29.1.1) 


II) As colunas (ou linhas) de uma matriz ortogonal sáo vetores orto- 
normais. Seja uma matriz ortogonal de ordem 2: 


Pretende-se provar que os vetores-coluna 


4, ау 


щ = e р, = 
: dr : а, 


sáo ortonormais. Calculando A! А, tem-se: 


4, dal |а а} _ |anar + 2585 dd + 85,85 


АА = b Н Y 
a ал dy аа T 95585 4,5815 + 8585 


22 


аа ааа { | 


Body Body ai 
Tendo em vista que 4; . 4j = bis $ | 


os vetores 4, e u, São ortonormais 


Estes vetores formam, conseqúentemente, uma base ortonormal do espaço 
vetorial correspondente. Por outro lado, os vetores-coluna de uma base orto- 
normal determinam uma matriz ortogonal. 
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Exemplo — A matriz 


EE ENE ү 
45 Y 

А = 0 0 1 
 Loogonoe oan sig 
5 Y 


é ortogonal, pois para os vetores 
1 1 1 1 2 uw. 
Ш = (- И 0› 2 Ho = SES 0 zi e 44 = (0, 1, 0), tem-se: 
MM = Ha] H3 = Hac Ms = 1 
Ш `H = H Ha = Hat ua = Ü 
e A demonstracáo da propriedade ID para uma matriz ortogonal de 
ordem n é análoga. 
HI) O produto de duas matrizes ortogonais é uma matriz ortogonal. 


IV) Num espaço vetorial euclidiano, a matriz de mudança de uma base 
ortonormal para outra base ortonormal é uma matriz ortogonal. 


V) A matriz, numa base ortonormal, de um operador ortogo- 
nal f: V > V é sempre ortogonal, independente da base ortonormal do espaço 
vetorial V. 


VI) Todo operador ortogonalf: V > V preserva o produto interno dos 
vetores. De fato, se и e v são dois vetores quaisquer de V e A a matriz que 
representa o operador f, tem-se: 


Ўш) flo) = (Au): (Av) 
(Ан) (Av) 
(ut A?) Av 
A! (At A) v 


= uív-u-:v. 
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e Decorre dessa propriedade que todo operador ortogonal f : V > V 
preserva o ángulo de dois vetores, isto é, o ángulo entre dois vetoresz e v é igual 


ao ángulo entre f (u) ef (v). 
e Fica a cargo do leitor, a título de exercício, provar as propriedades 
III, IV e V. 


VII) Se A é uma matriz ortogonal, det A = + 1. De fato, como A é 
ortogonal, 


AA = 1 
logo, 

det (At A) = detI 
ou 

(det At) X (det A) = 1 
mas, 

det At = det A, 
portanto, 

(det A)2 = 1 
@ 

det A = + 1. 


e Decorre dessa propriedade que todo operador ortogonal é 
inversível. 
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A E ra ai аав. M 
4.5 — OPERADOR SIMÉTRICO 


Diz-se que um operador linear f: V > V ésimétrico se a matriz A que 
o representa numa base ortonormal é simétrica, isto é, se 


A = At 


ө Demonstra-se que a matriz, numa base ortonormal, de um operador 


z 


simétrico é sempre simétrica, independente da base ortonormal do espaco 
vetorial. Neste estudo seráo utilizadas somente bases canónicas. 


Exemplos 


1) O operador linear f: ТЕ? > IR, f (x,y) = (2x + 4y, 4x - y) é simétrico 
pois a matriz canónica de f 


A 


é simétrica, isto é, A = A! 


2) No IR, o operador definido por f (x,y,2) = (x-y,-x + Зу - 2z, — 2y) 
é simétrico e sua matriz canónica é 


4.5.1 — Propriedade dos Operadores Simétricos 


Se f: V > V é um operador simétrico, tem-se para quaisquer vetores 
uevevV: 


Хи) v =u Р (0) 


De fato, sendo А = At a matriz simétrica de f, vem: 


Operadores lineares 161 


fu): = (Ap): v 

= (Au)v 

= ut Atv 

= u'Av 

=. uA (09) 
Exemplo 


Sejam o operador simétrico f:IR > IR, f (x,y) = (х + 3y, 3x - 4y) 
eosvetores и = (2,3) e v = (4,2). A definição do operador permite escrever 


f (и) = (11, -6) 
f €) = (10,4) 
mas, 
f (u) -v =(11,-6) : (4,2) = 44-12 = 32 
u : f (w) = (2,3) - (10,4) = 20 + 12 = 32 
e, portanto, 


f):v -и-109 


4.6 — Problemas Propostos 


Nos problemas 1 a 6 são dados operadores lineares f em IR e em I. 
Verificar quais sáo inversíveis e, nos casos afirmativos, determinar uma fórmula 


ратау т. 
1) f: IR > IR f (x,y) = (3x-4y,-x + 2y) 
2) 116, (x, y) = (х-2у,-2х + 3) 
3) f: IR > IR. f (x,y) -(2х-у,-4х + 2y) 
4) f: IR > IR, (х, у, 2) = (x-y + 22,у-2, 2у - 32) 
5) f: IR > IR, f (х, у, 2) = (х,х-7,х-у-7) 
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6) f: I) > І, f (x,y,z) = (x-y + 2z, y -Z,-2x + y 32) 
7) Dado o operador linear f : IR > IR definido pela matriz 


a) determinar a lei que define o operador f `; 
b) obter o vetor v € IR, tal que f (v) = (2, - 3, 0). 


8) Mostrar que o operador linear no IR definido pela matriz 


л шә м 
- + о 


não é inversível e calcular v € IR tal que f (v) = (6, 9, 15). 


9) Verificar se o operador linear f: IR > IR? definido por 
F100=0-10 ОЕ 1057-0. -1(014)7 
inversível e, em caso afirmativo, determinar f `! (x, y, z). 


10) Utilizar a inversáo de matrizes de ordem 2 para mostrar que: 


a) a transformação linear inversa de uma reflexão em relação ao eixo 
dos x é uma reflexão em relação a esse eixo; 


b) atransformação linear inversa de uma dilatação ao longo de um eixo 
é uma contração ao longo desse eixo; 


c) a inversa de uma rotação do plano de um ángulo 0 é a rotação do 
plano do ângulo - 0. 


Nos problemas 11 a 14, determinar, em cada um deles, primeiramente, 
a matriz de f na base A e, a seguir, utilizando a relação entre matrizes 
semelhantes, calcular a matriz de f па base B. 


11) f: IR > IR f (x, y) = (x + 2y,-x + y) 
A = Tb 1), (1, 2)) eB = (0), -3), (0, 2) 
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12) f: I2 > IR. f (x, y) = (2x- 3y, x + y) 

A = {(1, 0), (0, 1)} e B = ((3, 0), C2, -1); 

13) f: I2 > IR (х,у) = (х-4у,-4 + y) 

А é a base canónica e B = {(-2, 1), (1, 2)) 

14) f: IR > I2 f (x, y, z) = (x — 2y — 2z, y, 2y + 32) 

A é a base canónica e B = ((0, 1, -1), (1, 0, 0), (-1, 0, 1)} 


15) Seja f: IR > IR um operador linear. Dadas as bases 
А = ((1, 0), (0, 1)) e B = ((4, 1), (11, -3)) e sabendo que 


an à 
үсе 
determinar T,, utilizando a relaçáo entre matrizes semelhantes. 
16) Dado o operador linear f : IR > I2, f (x,y) = (х + y, x- y), 
a) determinar Tg, sendo B = {(1, 2), (0, -1)}; 


b) utilizar Tg para calcular f (v)p, sabendo que v = (4, 2). 


17) Determinar trés matrizes semelhantes á matriz 


ід i 1 
Ae [ia 
18) Quais dos seguintes operadores по IR? são ortogonais? 
TR > шиль AE o pr a. 
a) f: IR > IR, f (xy) $e Т va Y Ул х is 127) 
b) f: IR > IR, f (x,y) = (y, x) 
с) f:R> IR, f (x, y) ж (х п; у,х-у) 
19) Quais dos seguintes operadores по IR são ortogonais? 


a) f:R>R,f (x, y, z) x (z x, -y) 
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b) f: IR 18,7 (x y, z) = (x, y, z) 
c) FIR > IR,f (х, у, z) = (x, 0, 0) 
d) f: IR ^ I f (x, y, 2) = (х,у cos Ө + zsen 0, —y sen 0 + z cos Ө) 


Nos problemas 20 a 28, verificar quais as matrizes que sáo ortogonais 
e, dentre estas, determinar as que representam rotacóes. 


3 25 
5 5) 
20) А = 
4 3 
5 5 
3 es E 2 
5 5 Уз vs 
21) B = 22) C = 
3 4 E 1, 
5 5 Уз. У5 
H cosó 5600 ПРОСА ы 
29) Dec E sen 0 “| ЕЕЕ 1 0 
zum 0 
1 2 2 1 шэн о S 
3 3 3 Уз V3 Уз 
2 2 1 2 1 
212 2 l| 2)G=]| 0 SEM (йм 
ЗОЛ 3 3 УЗ У2, 
2 1 2 A pe 4 
3 cr ЕТЕ 


Operadores lineares 155 


ыг. 2 сан cos 0 -senô 
/2 3 3/2| 28J= | 0 1 0 
senO 0 cos 0 
Erw E gd edis 
EH У, 3 3/2 
0 -1 холо 
3208] 


29) Determinar a matriz inversa de cada uma das matrizes ortogonais 
do problema anterior. 


30) Verificar, para a matriz 


és A 

У2 v2 
А = 

Ps T 

У2 У |, 


que (Au) · (Av) = и ® para quaisquer 4,v Є IR. 


Nos problemas 31 е 32, construir uma matriz огіоропа! cuja primeira 
coluna seja o vetor dado: 


1 2 2 
a 


33) Mostrar, por meio da multiplicação de matrizes, que uma rotação 
de 30º seguida de uma rotação de 60º resulta em uma rotação de 90º. 


34) Determinar men para que os seguintes operadores no IR sejam 
simétricos: 


a) f: IR > IR,f (x,y,z) = (3x-2y,mx + y-3z, ny + z) 
b) f: IR > I f (x y, z) = (x + 22, mx + 4y + nz, 2x — 3y + z) 
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4.6.1 — Respostas dos Problemas Propostos 
1 3 
1) f^ (ху) = (х + 2y,7x + 5у) 


2) f (x y) = (-3х-2у,-2х-у) 
3) f não é inversível. 
4) f (x,y,z) = (к-у + z, 3y-z, 2y-z) 
5) f^ œ y, z) = (x y-z x-y) 
6) f não é inversível. 
7 а) (х,у) = (x + z,2x—y + z, — Z) 
b) v = (2,7, 0) 
8) v = (z, 3 22,72), z € IR 
9) f 1 (x,y,z) = (y + 2,-2x-4y + 7z,x + 2y- 32) 


557 Буй 
0 E 
Ws 
0 3 
DT = | 3 s que 3 
-3 3 
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15) T, = Ё xj 
997-5 5] 


b) f (v)g = (6, 10) 
18) Sáo ortogonais: a) e b) 
19) Sáo ortogonais: a), b) e d) 
20 а 28) São ortogonais: А, С, D, E H e J 
São rotações: A, D, F, H e J 
29) A inversa de cada matriz ortogonal é a sua transposta: А = Af, 


31) Resposta possível: 


os 
Ys 5 
RE ` 
У5 5 


1 2 2 
3 3 3 
22 21 2 
5 3 3 
22 2 R 
3 3 3 


34) a) m = -2 e n= -3 
b m=0 еп = -3 


Capítulo 5 


VETORES PRÓPRIOS E 
VALORES PRÓPRIOS 


5.1 — VETOR PRÓPRIO E VALOR PRÓPRIO DE UM 
OPERADOR LINEAR 


Sejaf: V > V um operador linear. Um vetorv € V, v # 0, é vetor próprio 
do operador f se existe À € IRtal que 


f(v)=Av 


O número real À tal que f (v) = À v é denominado valor próprio de f 
associado ao vetor próprio v. 


Como se vé pela definição, um vetor v + 0 é vetor próprio se a imagem 
f (v) for um múltiplo escalar de v. No IR? e по IR, diz-se que v e f (v) têm a 
mesma direção. Na figura 5.1, o vetor v € IR é umvetor próprio de um operador 
f: dependendo de valor de 4, o operador f dilata v (Fig. 5.1.2), contrai v (Fig. 
5.1.b), inverte o sentido de v (Fig. 5.1.c) ou o anula no caso de À = 0. 
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04111 
(5) 


Figura 5.1 


A Figura 5.1.d mostra um vetor v € IE? que não é vetor próprio de um 
operador f. 


Figura 5.1.d 


e Osvetores próprios são também denominados autovetores ou veto- 
res característicos. 


e Os valores próprios são também denominados autovalores ou va- 
lores característicos. 


e Ovetorv = O sempre satisfaz à equação f (v) = А v para qualquer 
valor de 4. Entretanto, o vetor próprio é sempre um vetor não nulo. 


Exemplos 


1) Ovetorv = (5,2) é vetor próprio do operador linear 
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f: IR > IR, f(x,y) = (4x + 5у, 2х + y), 
associado ao valor próprio À = 6, pois: 
700) = }(5, 2) = (30, 12) = 6(5,2) = 6v 


e A matriz canónica de f é 


“ 1 


Considerando os produtos 


verifica-se que multiplicar o vetor próprio v = (5, 2) pelo valor próprio 
associado À = 6 é o mesmo que multiplicá-lo pela matriz canónica de f : 


Av = Av, 
isto é, 
6v = Av 


Em outras palavras, a multiplicação do vetor próprio v pelo valor 
próprio associado À ou pela matriz canônica A de f, tem como resultado o 
mesmo vetor, múltiplo escalar de v. Assim, a matriz A atua na multiplicação por 
v como se fosse o número real À. 


2) Ovetorv = (2,1) não é vetor próprio deste operador f do exemplo 
1, pois 


f(2,1) = (13, 5) 4 (2,1), para todo À € R 
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3) Sempre que um vetor v é vetor próprio de um operador linear f 
associado ao valor próprio 4, isto é, f (v) = Av, o vetor z v, para qualquer real 
a + 0, é também vetor próprio de f associado ao mesmo 4. De fato: 


f (av) = аў (о) = а (^о) = А (av) 
Рага o exemplo 1, se se fizer a = 2, vem: 
2v = 2(5, 2) = (10, 4) e 

f (10, 4) = (60, 24) = 6(10, 4), 


isto é, o vetor (10,4) é também vetor próprio associado ao mesmo valor próprio 
А = 6. 


Se se desejasse saber qual о vetor próprio unitário и associado ал. = 6, 
bastaria fazer 


1 ! 1 1 
(С = ERC =z —— = —— 
| ПС asam 
obtendo-se 


Assim, 
5 2 30 12 
= = 6 Шээс Av EE КЕ = 
4) Na simetria definida no IR? por f (v) = -v, qualquer vetor v = 0 é 
vetor próprio associado ao valor próprio À = -1. 


5) Ovetorv = (0,1) € IR é vetor próprio do operador linear definido 
por f (x,y) = (x, 0) associado a À = 0. De fato: 


f (0,1) = (0,0) = 0(0, 1) 
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a — F s n—_ FR qd a e e 


Por este exemplo fica evidente que o fato de o vetor zero náo poder ser, 
por definição, vetor próprio não impede que o número zero seja valor próprio. 


5.2 — DETERMINAÇÃO DOS VALORES PRÓPRIOS E 
DOS VETORES PRÓPRIOS 
5.2.1 — Determinação dos Valores Próprios 


Sem prejuízo da generalização, considere-se um operador li- 
near f : IR > IR cuja matriz canônica é 


нш Quo 

а а, 
O fato de ser А a matriz canónica de f permite escrever: 
f@) = Av 


Se v é um vetor próprio de f e 4 o correspondente valor próprio, 


isto é: 

f (v) =4v, 
entáo, 

Av = 40 (vématriz-coluna de ordem 2 х 1) 
ou 


Av-Av-0 
Tendo em vista que v — Iv (Ié a matriz identidade), pode-se escrever: 


Av-Alv-0 
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ou 
(A-ADv = 0 (1) 
Fazendo v = (x,y), a equação (1) fica: 
Wm “255 [ | И - B | 
а аш 0-8 
ou 
a47 A а B E Й (2) 
251 ay A| ly 0 


A igualdade (2) representa um sistema homogëneo de 2 equaçóes 
lineares com 2 variáveis (x e y). Se o determinante da matriz dos coeficientes 
das variáveis for diferente de zero, a única solucáo do sistema é a trivial, isto é, 
x = y = 0. Como se deseja vetores v # 0, deve-se obrigatoriamente ter 


-À a, 


T че -0 ou det(A-4D=0 (3) 
1 2 


A equação (3) é denominada equação característica do operador f ou 
da matriz A e suas raízes são os valores próprios do operador f ou da matriz A. 
O det (A - A I), que é um polinômio em, é denominado polinômio característico 
de f ou de A. 


5.2.2 — Determinação dos Vetores Próprios 


Os vetores próprios correspondentes aos valores próprios encontrados 
serão obtidos substituindo cada valor de À na igualdade (2) e resolvendo o 
respectivo sistema homogêneo de equações lineares. 
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5.2.3 — Problemas Resolvidos 


1) Determinar os valores próprios e os vetores próprios do operador 
linear 


f:R>IR,f (x y) = (4х + Sy, 2x + y) 


Solução 


I) A matriz canónica do operador f é 


“1 


e, роггашо, a equacáo característica de f é 


е (А-д = |45 : | 


2 1-4 
isto é, 

(4-4) (1-2) - 10 = 0 

12-54 + 6 = 0, 


equacáo do 29 grau cujas raízes sáo A, = 6 e ¿, = -1. 
II) O sistema homogéneo que permite a determinação dos vetores 


próprios é (A - AI) v = 0. Considerando v = : , O sistema fica: 


41 0 É 


i) Substituindo, em (1), 4 por 6, obtém-se o sistema linear homogêneo 
cuja solução é constituída por todos os vetores próprios associados ao valor 
próprio 4, = 6: 
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ou 
- 2 3 БЭ 2 277! 
Zu cil 0 
ou, ainda 
-2x + 5y = 0 
2x - 39 = 0 


Esse sistema admite uma infinidade de soluçóes próprias: 


228 
ханыг е 
: 2 2 
e, portanto, os vetores do tipo v, = (x, 5 x) ou u, = x (1, 5» x 0, ou, ainda, 
v, = x (5, 2) são os vetores próprios associados ao valor próprio 4, = 6. 


ii) Substituindo, em (1),4 por -1, obtém-se o sistema linear homogéneo 
cuja solução é constituída por todos os vetores próprios associados ao valor 
próprio À, = -1: 


O 


ou 
Э:5|,2 аа) 
2 2 y. 0 
ou, ainda 
5x + 5y = 0 
2x + 2y = 0 
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Esse sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 

ло 
e, portanto, os vetores do tipo v, = (x, -x) ouv, = х (1, -1), x 0,540 os vetores 
próprios associados ao valor próprio À, = -1. 


2) Calcular os valores próprios e os vetores próprios da transformação 
linear f representada pela matriz 


Jy esM) 
A=|-2 6 -2 

us 
Solução 


D A equação característica de A é 


7441 g? 0 0) 
аат | ege o 
Орао 202 2) 8 «d 
isto é, 
gaioi? xata dtu lo 
aa |7, eu inc зой Ы ло IET 


(12) 6-3)8-4)-4 зан 2 O54) 0] + 0 = 0 
(1-4) 654)(5-2)-4(7:4у-4 CEM 

(7-4) (6-4) (5 «A)=28/4:44420 + 44 ='0 

(Т-А) (6-4) (S-4y- 48 84= 0 

(7-2) (6-2) (5-4)-8(6-4)=0 
(NOA) (5 -4)-8] =0 

(6-1) (35-74-54 + 42-8) = 0 

(0-2) (02-124 + 27) = 0 

(6-1) (2-3) (4-9) = 0 
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As raízes dessa equação são À, = 3,4, = 6 e À, = 9 e, por conseguinte, 
sáo os valores próprios de f , ou da matriz A. 


A equação (1) pode ser resolvida, de modo geral, pelo processo apre- 
sentado na solução do problema 2, item A.19.1, Apéndice. 


П) O sistema homogêneo de equações lineares que permite a deter- 
minação dos vetores próprios associados é (A - 4 I) v = 0. Considerando 


TRA 22 0 X 0 09) 
-2 6-4 -2 y| = |0 
0 o Sd Z 0 


Ч 7» 0| |х 0 

=2 3 -2| |y| = |0 

pra 2| |z 0 
isto é, 

4х - 2у + 02 = 0 

- 2x + 3y = 2z = 0 

Ох - 2y + 22 = 0 


Esse sistema admite uma infinidade de soluçóes próprias: y = z = 2x 
e, portanto, os vetores v, = (х, 2х, 2х) = x (1, 2, 2), x = 0, são os vetores próprios 
associados ao valor próprio À, = 3. 
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П) Substituindo em (2) 4 por 6, obtém-se o sistema 


1 -2 UNE 0 
"2 0r APT Yeu 
O T 7 0 
isto é, 
lx - 2y + 02 = 0 
- 2х + ly = 2z'= 0 
Ох - 2y — ]Jz = 0 
Esse sistema admite uma infinidade de soluçóes próprias: y = T 
е z = -x. Portanto, os vetores v, = (x, 2x -X) = x(1, = -1) оп 


v, = х (2,1-2), x # 0, são os vetores próprios associados ao valor próprio 
2 = 
iii) Substituindo em (2) À por 9, obtém-se o sistema 


mu 2 0| (х 0 

2-2 (7-3, 20у 

0 -2 «4 7 0 
isto é, 

-2x - 2y + 0250 

=R o Зу =- 22 = 0 

Ох - 2у - 4z = 0 


Esse sistema admite uma infinidade de soluções próprias: y = x 
1 1 
ez = >x. Portanto, os vetores vz = (x, -x, 23) = x(1, -1, 2) ouv, = x (2, -2, 1), 
X % 0, são os vetores próprios associados ao valor próprio À; = 9. 


3) Determinar os valores próprios e os vetores próprios da matriz 
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A = 160550 
AR |: 16 | 
Soluçao 
1) A equacáo característica de A é 


TET | 


ёиА 40 = | 29 REI 


isto é, 
(-16 - 1) (8-4) + 160 = 0 
-128 + 164-84 +1? + 160 = 0 
A? + 84+ 32 = 0, 
equação do 2º grau cujas raízes são 4 = -4 + 4i, istoé, 4, = 4 + 41 


e 4, = 4-41, e, por conseguinte, a matriz A não possui valores próprios nem 
vetores próprios. 


e Se na definição de valor próprio de um operador linear f se admitisse 
4 qualquer, real ou complexo, se poderia dizer que a matriz A possui valores 
próprios complexos e, em conseqüéncia, vetores próprios de componentes 
complexas. Neste texto se consideram, apenas, valores próprios reais. 


5.3 — PROPRIEDADES DOS VALORES PRÓPRIOS E DOS 
VETORES PRÓPRIOS 


I) Se 4 é um valor próprio de um operador linear f: V > V, o conjunto 
S; de todos os vetores v € V, inclusive o vetor v = 0, tais que f (v) = Av, é um 
subespaco vetorial de V (S; = (v € V/f (v) = Av }). De fato, se u, ev, € S: 
fi +v) = f w) + f @) 545, +40, = 4 (0, +v), 


e, portanto, (v, + v,) Є $). 
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Analogamente, verifica-se que a v € S; para todo a € IR, 
O subespaco 5, é denominado subespaço associado ao valor próprio А. 


No problema 1, por exemplo, viu-se que ao valor próprio 4 = 6 
correspondem os vetores próprios do tipo v = x (5,2). Assim o subespaco 
associado ad = 6é 


S, = (x(5,2)/xE R}= (5,2) 


que representa uma reta que passa pela origem do sistema xOy (Fig. 5.3). 


Figura 5.3 


II) Matrizes semelhantes têm o mesmo polinômio característico e, por 
isso, os mesmos valores próprios. De fato, sejam f : V > V um operador linear 
e Ae B bases de V. Tendo em vista que a relação entre matrizes semelhantes é 


T, = ОТ, Q, 
conforme foi visto em 4.3, vem: 
det(T¿-4I) = det(Q*T,Q-4D 
^ det(Q!T, Q-40Q*I10) 
det (O! (T, -4D Q) 
det Q7 x det (T, -AI) x det Q 
det Q* x det Q x det (T, -41) 
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det (О1О) x det (T, -1D 
det I x det (T, - AI) 
det (T, - AI) 


5.4 — DIAGONALIZAÇÃO DE OPERADORES 


Sabe-se que, dado um operador linear f : V V, a cada base B de V 
corresponde uma matriz Tp que representa f na base B. Pretende-se obter uma 
base do е$расо vetorial V de modo que a matriz de f , nessa base, seja a mais 
simples possível. A seguir se verá que essa matriz é uma matriz diagonal. 


5.4.1 — Propriedades 


I) Vetores próprios associados a valores próprios distintos de um 
operador linear f : V V sáo linearmente independentes. 


A demonstração será feita para o caso de f : IR > ЕЁ em que À, e À, são 
distintos. 


Sejam f (v) = 4,v,ef (vj) = 4,U, com A, * A, e considere-se a 
igualdade 


a, u, + av, = 0 (1) 
Pela linearidade de f , tem-se: 
a, f (0) + af (v) = 0 

ou 


ajA v + a,1,u, = 0 (2) 
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A III SC EA PERRERA 


Multiplicando ambos os membros da igualdade (1) por 4,, vem 
а 4,0, + a,4,0,=0 (3) 
Subtraindo (3) de (2), tem-se 
а, (A, -À)) v, = 0, 
mas, 
4,-4, + Оер, #0, 


logo, а, = 0. 
Substituindo a, por seu valor em (1) e tendo em vista que v; 0, tem-se 
a, = 0 
Portanto, o conjunto { 0}, v] é LI, pois (1) só admite а soluçáo trivial 
a, = a, = 0 


II) Sef : V > V é um operador linear, dim V = nef possui n valores 
próprios distintos, o conjunto ( v4, v,, ..., vn), formado pelos correspondentes 
vetores próprios, é uma base de V. 


Esta propriedade é conseqüéncia imediata da propriedade anterior. 

Exemplo 

Dado o operador linear f :І > IR. f (x,y) = (-3x - Sy, 2y), os valores 
próprios de f 5404, = 2 e 4, =- 3 (a cargo do leitor). Calculando os vetores 
próprios, obtém-se: 

a) para, = 2, os vetoresv, = (1, -1), x # 0; 

b) para 4, = -3, os vetores v, = x (1, 0), x = 0. 


Tendo em vista que 4, 4 4, o conjunto í (1, -1), (1,0) } é uma 
base do IR. 
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Ш) Se um operador linear f : IR? > IR admite valores próprios 44, 4; e 
À, distintos, associados a v,, v, e vs, respectivamente, a propriedade II) assegura 
que o conjunto P = { u;, u>, v } é uma base do IR, 


Tendo em vista que 

f (v) =4,v, + 00, + 0v, 
f (20v, + 4,0, + 0v, 
Ї (v,) =0v, + 0v, d 4. Us 


ooperadorf é representado na base P dos vetores próprios pela matriz diagonal 


AID @ 
LED A O| =D, 
0 0 À, 


cujos elementos da diagonal principal são os valores próprios de f. A matriz 
diagonal D é a mais simples representante do operador linear f . 


5.4.2 — Matriz Diagonalizável 

Sendo A a matriz canônica do operador f , as matrizes A e D são 
semelhantes por representarem o mesmo operador em bases diferentes. Logo, 
a relação entre matrizes semelhantes (ver item 4.3) permite escrever 

D=0QA0 (1) 
sendo Q a matriz de mudanca de base de P para a matriz canónica 

C = (e, = (1,0, 0), e, = (0, 1, 0), e, = (0, 0, 1) y. 

Tendo em vista que 


Q = Clp = 1 P = р, 
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a igualdade (1) escreve-se: 
D = PAP, (2) 


sendo P a matriz cujas colunas sáo os vetores próprios do operador f (P está 
designando tanto a base dos vetores próprios de f quanto a matriz ora descrita; 
no contexto, identifica-se quando se trata de uma ou de outra). 


A igualdade (2) dá motivo à definigáo a seguir: 


A matriz quadrada A é diagonizável se existe uma matriz inversível P tal 
que P" A P seja matriz diagonal. 


Diz-se, nesse caso, que a matriz P diagonaliza A ou que P é a matriz 
diagonalizadora. 


A definicáo acima pode ser expressa de modo equivalente: um opera- 
dor linearf : V > V é diagonalizável se existe uma base de V formada por vetores 
próprios de f. 


5.4.3 — Problemas Resolvidos 


1) Determinar uma matriz P que diagonaliza a matriz 


e calcular Р” A P. 


Solucáo 

Os valores próprios e os correspondentes vetores próprios de A 
5404; = 2ev, = (1,0, -1), 4, = 3ev, = (1, 1, 1), 44 = бе v, = (1, 2, 1) (Ver 
Арап, A.19.1 - Prob. 2). 


Como os 4; são distintos, o conjunto P = (v, va vs } forma uma base 
do IR e, portanto, a matriz 


Vetores próprios e valores próprios 


ма Ї 
Р- 0 1 -2 
"T1 1 1 


diagonaliza A 


Calculando P A P, obtém-se: 


Logs 4 

| e IA 1 1 
O аан (21215400 katre 

TE ora Gi TR À | alos dd 

ol ¿bl 

ed DUE 

> 0 0 

= Ma qem 

NUES. 


2) Dado o operador linear f : IR > IR definido por 
f (y) = (4x + 5y, 2х + y), | 


determinar uma base do IR? em relacáo à qual a matriz de f é diagonal. 


Solução 


A matriz canônica de f é 


- 
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No problema 1 de 5.2.3, viu-se que os valores próprios de f (ou de A) 
são A, = 6 e ¿, = -1 е os correspondentes vetores próprios são v; = x (5, 2) e 


0, = X (1, -1). 


A base em relação à qual а matriz de f é diagonal é 
P = (>, = (5, 2), v, = (1, -1) }, base formada pelos vetores próprios de f e, 


portanto, a matriz 


176 Introdução à Álgebra Linear 


А 


а. 
"(2-1 


diagonaliza A. 


Р1АР = 


ala |н: 


4 5| |5 Bare O| ` 
Ë | Ё к Ж 
e Se na matriz P for trocada a ordem dos vetores-coluna, isto é, se se 


EE 


a matriz D = P“ A P será 
T 
»-[5 8 


3) Determinar uma matriz P que diagonaliza a matriz 


JIN аре 


fizer 


Solucáo 


Os valores próprios e os correspondentes vetores próprios de A 
são 4) = 4, = 2 e v, = (1, 0, 0), 4, = 3 e u, = (1, 1, -2), sendo v, e v, LI 
(propriedade 1, item 5.4.1) (a cargo do leitor). 


Como só existem dois vetores LI do ЕЁ, não existe uma base P desse 
espaço constituída de vetores próprios. Logo, a matriz A não é diagonalizável. 


ө O problema 2 de 5.5.1 mostrará um exemplo de matriz A que, 
também como a deste problema, só possui dois valores próprios mas, em 
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correspondência, existe uma base P de vetores próprios e, consequentemente, 
A é diagonalizável. 


55 — DIAGONALIZAÇÃO DE MATRIZES SIMÉTRICAS - 
PROPRIEDADES 


D A equação característica de uma matriz simétrica tem apenas raízes 
reais. 


A demonstração será feita somente para o caso de uma matriz simétrica 
A de ordem 2. Seja a matriz simétrica 


cuja equação característica é 
zr pad A 
det (A -AI) = z = 0 
isto é, 
(р-4) (9-4) -г = 0 
ра-4р-49 + 22-г? = 0 
12- (р + g)4 + (ра-г) = 0 
O discriminante dessa equação do 22 grau em À é 
(p-g-4()0(pq-r) = р 2ра + q'-4pq +47 = 
SUD Tuer 


Tendo em vista que esse discriminante é uma soma de quadrados 
(não-negativa), as raízes da equação característica são reais e, por conseguinte, 
a matriz A possui dois valores próprios. 
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II) Sef : V > V é um operador linear simétrico com valores próprios 
distintos, os vetores próprios correspondentes são ortogonais. De fato, sejam À, 
e À, dois valores próprios de um operador linear simétrico f com À, 7 À,. Sejam, 
ainda, f (01) = А о ef (v;) = 4, v, isto é, sejam v, e v, vetores próprios 
associados, respectivamente, a À, e À,. Pretende-se mostrar que v, . v, = 0. 


Sendo f um operador simétrico, pela propriedade 4.5.1, vem 


f @). u, = Y, .f (s) 
ou 
4, U,.U, = 01:40, 
A, (o, .0,) -4, (o, .u,) = 0 
(4-45 @ .u,) = 0 


Сото À, - À, = 0, segue-se que v, . v, = 0, ou seja, v, L v. 


e Em 5.4.2 viu-se que uma matriz A é diagonalizada pela matriz P da 
base dos vetores próprios por meio de 


D = PIAP (1) 


No caso particular de A ser simétrica, P será uma matriz de uma base 
ortogonal, de acordo com a propriedade II. Ás vezes, por conveniéncia, há 
interesse que a base P, além de ortogonal, jue ortonormal, o que se obtém 
normalizando cada vetor. 


Assim, nessa condicáo, de acordo com a propriedade II de 4.4.1, por ser 
'a matriz P ortogonal, tem-se: 


P! = Pt earelacáo (1) fica 
D = PAP, 


dizendo-se, nesse caso, que P diagonaliza A ortogonalmente. 
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5.5.1 — Problemas Resolvidos 


1) Determinar uma matriz ortogonal P que diagonaliza a matriz 
simétrica | 


d. 2. 0 
A=|-2 6 -2 

03952 5 
Solucáo 


Conforme se viu no problema 2 de 5.2.3: 
a) os valores próprios de Asáo4, = 3,4, = 6 e 44 = 9; 


b) os vetores próprios correspondentes sáo v, = (1, 2, 2), 
v, = (2,1,-2) e v, = (2, -2, 1). 


Normalizando os vetores v,, v, e vs, obtêm-se os vetores próprios 
unitários associados, respectivamente, aos valores próprios 4; = 3, 4, = 6 
e À, = 9: 


ү = e (1, 2, 2) же 1,2,2 40,22) | (552 
Jael vr ро Уд 3 333 
v) = o Ro) 21 2 
Redor xe 4/3 3 
Y _ 0-20 2 21 
=Т= v = 8033) 
A matriz 
b nate s 
3 3 3 
2 1 2 
ES d «d 
"NN! 
3 3 3 
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cujas colunas são as componentes dos vetores próprios ortonormais 444, 4, € из 
é ortogonal: 


MM = My Ha 7 из Ms = d 

Ш M, = MAC Hz = из M3 = 0 

A matriz P diagonaliza A ortogonalmente uma vez que 
D = P1AP = P AP: | 


12:21:58 ЕРЮ 
3 3 3 3 3 3 
p [25 > 17 5 B [Ao A sol blqamolaqso (s 2] _ 
Re Pe ens Baer bots [e qnoi Заа 3 
NAT 1 dre 2012 
3 3 3 3 3 3 
300 
= 0 6 0 
0 0 9 


2) Dado o operador linear simétrico f : IR? > IR. definido pela matriz 


determinar uma matriz ortogonal P que diagonaliza A. 


Soluçao 


a) Os valores próprios e os correspondentes vetores próprios de A sáo 
A = 5ev, = (1,0, -2),4, = 44 = 0ev = (2z,y,z) com y e znáo simultaneamente 
nulos. 


Quando v depende de mais de uma variável ( v = (2z, y, z)) como 
acontece neste caso, pode-se associar a ele mais de um vetor próprio, entre si 


Vetores próprios e ualores próprios 181 


LI, e correspondentes ao mesmo valor próprio, contrariamente ao que sucedeu 
no problema 3, item 5.4.3. De fato: 


Fazendo, y = 0 e z = 1, por exemplo, obtém-se um vetor 
v, = (2,0,1); e para y = 1 е z = 0, por exemplo, obtém-se outro vetor 
v, = (0, 1, 0), vetores estes que são vetores próprios linearmente independentes 
e ortogonais, associados ao mesmo valor próprio À = 4; = 0 


b) Normalizando v,, v, e v4, obtêm-se os vetores próprios ortonormais 
de A: 


и, = n = e (010-2100 0, 2 2) = (1, 0, - 2) 0, -2 = 25 0, = E 
1 [| V + 02 + (- 232 У5 vs Уз 
sd шаг ин Ши гс МР Е 
AL v:09240 v5 У5 Уз 
v ( ) 
= qu A = (91,0) 


Ares УТ 


3l 


с) Como o conjunto P = ( 4, #x из Y é uma base ortonormal do IR, 
formada por vetores próprios ortonormais de A, a matriz 


ER E 
Vs Vs 5 

P = 0 0 1 
к a tral ^ 
Ч (Vs 


diagonaliza A ortogonalmente. 


e É importante observar que se v, . v, # 0, seria necessário utilizar o 
processo de Gram-Schmidt para se obter os vetores próprios ortogonais, isto é, 
para que v, . v = 0 e, em conseqüéncia, os vetores и, My е из serem 
ortonormais. 
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5.6 — PROBLEMAS PROPOSTOS 


Nos problemas 1 a 3, verificar, utilizando a definição, se os vetores 
dados são vetores próprios das correspondentes matrizes: 


уу 208А-11:3 


1^7 a 
2)v=(1,12eA=|0 2 1 
(2.53 


1 
3) v=(-2,1,3)eA=|2 
1 


Nos problemas 4 a 10, determinar os valores próprios e os vetores 
próprios das transformações lineares dadas em cada um deles. 


4) f : IR > I2, f (ху) = (x + 2y,-x + 4y) 

5) f : IR > I2, (ху) = (2х + 2y,x + Зу) 

6) f : IR > IR2 f (ху) = (5x-y,x + Зу) 

7) f : IR > IRF (x y) = (y, x) 

8) f : IR > IR, f (х,у, 2) = (x + y + z, 2y + z, 2y + 32) 
9) f : IR 16, f (x,y,z) = (x, 2x-y,2x + y + 22) 

10) f : IR > IB, f (х, y, z) = (x + y, y, z) 


Nos problemas 11 a 18, calcular os valores próprios e os correspon- 
dentes vetores próprios das matrizes dadas em cada um deles. 


was]; ) ЫН 
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Ms il) Зат 
13) А= 2 3 2 1) А= |0 2 -3 
LAE 0 gh -1 
1 0 X) S q 
15) А= |1 1 -2 169 А-11 4 1 
O di T 2.63 
3543 42 Us cur 2 
1)A-|0-1 0 18) A-|0 -1 0 
8 6 -5 0 0 


Nos problemas 19 a 26, verificar, em cada um deles, se a matriz A é 
diagonizável. Caso seja, determinar uma matriz P que diagonaliza A e calcular 
P!AP. 


1 
23) A= -2 

0 - 3 

E зао 

25) А= |0 1 0 260) A2 |-5 1 5 

0 2173 2o i 
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27) Seja o operador linear f: IR > IR definido por 
FO y) = rt tr + y) 
a) Determinar uma base do IR em relação à qual a matriz def é diagonal; 
b) Calcular a matriz de f nessa base. 


Nos problemas 28 a 31, para cada uma das matrizes simétricas A, 
determinar uma matriz ortogonal P para a qual P' A P seja diagonal. 


_ [3-1 meo 
жул |? a 2) a= |5 | 
IAS T mg = 2 
30 A=|0 -1 0 3))A—|-2- 1 4 
PE ЭС! ЭКС TNT 


Nos problemas 32 a 35, determinar uma matriz P que diagonaliza A 
ortogonalmente e calcular Р” A P. 


Фуд Ë | | 


mita 
33) A=|0 -1 0 
2 0 0 
6 0 6 
3) A=|0 -2 0 
81550751 


! 
= N N 


79 
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5.6.1 — Respostas dos Problemas Propostos 


1) Sim 

2) Sim 

3) Náo 

4) 4, = 3, 0, = y (1,1);4, = 2,0, = y (2, 1) 

5) A, = 1,0, = y (2, 1);4, = 4,0, = x (1, 1) 

6) А; = 24, = 4,0 = x (1, 1) 

7) Náo existem 

8) 4, = ¿, = 10 = (х, y, -y);43 = 4,03 = x (1, 1,2) 

9 4, = 1,9, = 2(3,-3,1);4, = -1, v, = z(0, -3, 1);4, = 2,0» = z (0, 0, 1) 
10) 4, =4,=4,= 1,0 = (х, 0, z), x e z não simultaneamente nulos 

11) 44 = 2,21 = y (3, 154; = 4,20, = у(1, 1) 

12) 4, = 1,0; = y (-1, 1);4, = 5,0, = х (1, 3) 

13) 4, = 1,9, = х (1, 0, -1);4, = 2,0, = z (-2, 2, 1);4, = 3,05 = х (1, -2, -1) 
14) 4, = -19, = х (1, 1, 1);4, = 2,0, = х (1, 1, 0); 4 = 3, v, = x (1, 0, 0) 
15) 4, = 1,0; = z (2, 2, 1); А, eA, imaginários 

16) 4, = 4, = 2,0 = (х, у, x -2у); 44 = 6, v, = х (1, 1, 1) 


I4 24-4 = 0 = (у, +3y) 


18) 4, = 2,0, = х (1,0, 1);4, = -1,0, = у (0, 1, 0); 43 = -2, v3 = x (1, 0, -1) 


9-1. | PAP = t j 


5 


IRE É a 119) 
me-[1.] eeg 


5 
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21) Náo é diagonalizável. 


2 а! 
2)P-|1 0 1 
И» «d 


23) Náo é diagonalizável. 


-3 J 9 
24)P=| 1 0-2 
0 0] 1 
D ui PL 
25) P= |, 1 (4 90 
кй =Й 


26) Мао é diagonalizável. 
27) a) {(-2, р), (1, 2)} 


LI ao 
У2 У2, 
28) Р = 
pe ON jus 
V2 У2 
Xs „8 
У2, У, 
30) Р = | 0 0 
Eli 0 
2 V2 


31) P = 


30 0 
РТАР-10 2 0 
O 9-1 
1 0 0 
P'AP = |0 2 0 
0 0 3 
100 
РТАР-10 1 0 
0,501 3 
9 0 
be |o= әй 
xL 
У5 
29) Р = 
27 
У5 
0 


© 


Si- Al- 
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32) P 


E 
СЗ | =ч 


4e 4809 


pie 


"Is 


п 


a ере 


35) P 


Capítulo 6 


SIMPLIFICAÇÃO DA 
EQUACAO GERAL 
DAS CÓNICAS 


6.1 — CÓNICAS 

Chama-se cónica ao lugar geométrico dos pontos do IR? cujas coorde- 
nadas (x, y), em relagáo à base canónica, satisfazem à equacáo do 2° grau 

ах? + by? + 2сху + dx + ey + f = 0 (6.1) 


na qual a, b e c náo sáo todos nulos. 


Sendo S = í e, = (1, 0), e, = (0, 1) } a base canónica do R^e M (x,y) 
um ponto qualquer pertencente a uma cónica (uma elipse, por exemplo - Figura 
6.1), pode-se escrever 


v, = OM = (xy) 


6.2 — SIMPLIFICAÇÃO DA EQUAÇÃO GERAL DAS 
CÓNICAS 


Com o propósito de reconhecer uma cónica e simplificar a equacáo 
geral que a representa, a equacáo (6.1) será, a seguir, minuciosamente analisada. 
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Figura 6.1 


a) O polinômio ax? + by? + 2 cxy, conhecido como forma quadrática 
no plano, pode ser representado por 


ua ИЕ B 0) 


se se considerar 


coli 


Observe-se que á forma quadrática ax? + by? + 2cxy está sendo 
associada uma matriz simétrica A. 
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b) Em 5.5, viu-se que a matriz simétrica A é diagonalizada pela matriz 
ortogonal P dos vetores próprios ortonormais: 


ФАР DE Ё Ч (2) 


2 
> 
sendo 4, e À, os valores próprios de A. 


Chamando de х” e у as componentes do vetor v na base ortonor- 
mal P = {ду = (ху, Xi), M2 = (х, X5) } isto é, u, = (x, y”), tem-se: 


v = Po, (3) 


sendo P a matriz de mudança de base de P para S. 


A igualdade (3) pode ser escrita na forma matricial 


| ! (4) 
y 


Tendo em vista a igualdade (3), a expressão vi A v, pode ser escrita 


Хү. Ха 
X2 X, 


assim: 
vt Av, = (Pu) A Pv) 
ou 
ut Av, = (v; P) A(P vy) 
оао cuv (БАРЫ, 
P'AP = D 
pau = u Du, (S) 
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Considerando 


A > 
kn ||| э Ё Ч B E 


ax? + by? + 2cxy =4,x? +2, y? 


ou 


Assim, a forma quadrática ax? + by? + 2cxy pode ser sempre substituí- 
da pela sua equivalente À, x? + 4, у”, chamada forma canónica da forma 
pez q 1 2:0 CA А 
quadrática по plano ou forma quadrática diagonalizada. 


c) A equacáo (6.1), item 6.1, na forma matricial é 


cl |х x Rj (7) 
э “тэ өө 


e levando em consideracáo as igualdades (6) e (4), a igualdade (7) passa a ser 
A, 0 х” a х” 
ems ае dd se ‚| +f = 0 
peinp r ы М ат E as 


4, x? + Ay? + рх + gy + f = 0, (8) 


ou 


na qual À, e À, são os valores próprios da matriz simétrica A, x e у’ as componentes 
do vetor v na base P = (4, = (Хи, Хү), 49 = (Ха, Хо) J, p = dxq + ë Xp e 
q = dx, + ex, 


A equação (8) é a equação da cónica dada em (6.1), porém referida ao 
sistema х’ 0 у” cujos eixos são determinados pela base P = í, и, } (Fig. 6.2.а). 
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Figura 6.2.a 


Náo é demais insistir: a equacáo (6.1), item 6.1, representa a cónica 
referida ao sistema x O y enquanto a equação (8) representa a mesma cónica, 
referida, porém, ao sistema х” 0 y”. Assim, a passagem da equação (6.1) para a 
(8) ocorreu por uma mudança de referencial, isto é, por uma mudança de base. 
Assinale-se que esta passagem implicou uma simplificação: enquanto a equação 
(6.1) apresenta o termo misto em xy, a equação (8) é desprovida dele. 


d) A equação (8) pode ainda ser simplificada com o objetivo de obter 
a equação reduzida da cônica. Para tanto, efetua-se uma nova mudança de 
coordenadas por meio de uma translação do referencial х’ 0y' para um 
novo X 0'Y (Fig. 6.2.b). Esta mudança de referencial é chamada translação de 
eixos. 


A translação de eixos, já estudada em Geometria Analítica*, será vista 
apenas na prática por ocasião da solução de problemas. 


* Ver Geometria Analítica - Alfredo Steinbruch e Paulo Winterle - Editora McGraw-Hill Ltda. 
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Figura 6.2.b 


6.3 — CLASSIFICAÇÃO DAS CÔNICAS 


Antecipando o que a prática vai mostrar, a equação reduzida da cônica, 
obtida por meio de uma translação de eixos, terá uma forma que dependerá dos 
valores próprios À, e À, que constam da equação (8). Uma das duas situações 
seguintes, como se verá nos problemas resolvidos, poderá ocorrer: 


1) À, e À, são diferentes de zero. 


Nesse caso, a equação reduzida da cônica será da forma 
AÇÃO tA EXE (1) 


e representa uma cónica de centro. Esta cónica será: 
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i) do gênero elipse, se À, e À, forem de mesmo sinal; 


ii) do gênero hipérbole, se À, e À, forem de sinais contrários. 


2) А, ou 4; é iguala zero. 


Se А; = 0, a equação reduzida da cônica será da forma 


AY +pX=0 
Se 4, = 0, ter-se-á 


AX + qY = 0 


(2) 


(3) 


As equações (2) e (3) representam uma cónica sem centro do género 


parábola. 


6.4 — PROBLEMAS 


Antes de enunciar problemas, um resumo dos itens 6.2 e 6.3 será útil 
para facilitar a obtenção da equação reduzida de uma cônica e sua classificação: 


19) A equação geral da cônica 
ах? + by? + 2exy + dx + ey +f = 0 


é representada matricialmente por 


[х y] É Ч p + [d е] H +f = 0 


que, por mudança de base, ё tranformada na equação 


> > A, 0 x T X21 
eab JE af 


x 
y 


| +/=0 
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ou 
4x? + Ay?" +px+qy +f = 0 


2º) Esta última equação, por translação de eixos, é transformada numa 
das equações reduzidas 


(ly A, X^ «US Yeu F 

(2): 2, Y2+ pX = 0 

(3): 4,X +q Y = 0 

A (1) representa uma cónica de centro (gënero elipse ou hipérbole, 
conforme À, e À, sejam de mesmo sinal ou de sinais contrários); a (2) e a (3) 


representam (conforme seja A, = 0 ou 4, = 0) uma cónica sem centro, género 
parábola. 


6.4.1 — Problemas Resolvidos 


1) Determinar a equacáo reduzida e o género da cónica representada 
pela equacáo 


2х2 + 2y? + 2ху + 7У2 x + 5V2y + 10 = 0 (1) 


Solução 
a) 1º) Mudança de base 


A equação (1) na forma matricial é 


2 + PEX x " 
[x JÉ | B + [7V2 572] B + 10 = 0 
que, por uma mudança de base (mudanca de referencial), é transformada na 
equação 


XII Ха 


K y] | Al M +[WZ 58211, B +10=0 (2) 


12 2 
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na qual À, e À, são os valores próprios da matriz simétrica 
DT 
e as colunas 
x x 
11 1 
H4 = X e Ha = 
12 Хэд 
são os vetores próprios unitários de A, associados a À, e À,, respectivamente. 
Os valores próprios de A são 
A =3e 4,=1 


e os vetores próprios de A sáov, = (1, 1) ev, = (-1, 1), sendo os seus respectivos 
vetores unitários 


Es 
v2 
iu uo Ой aT i 
У, 


1 

imc 221 

Mo ds ou р = " 
У, 


1 
pe У] f | METUS 542] vz v2 MISIT 
y 
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ou 
3x? + y? + 12x - 2y + 10 = 0, (3) 


que é a equação da cónica (1), referida ao sistema x” 0 y” cujos eixos são suportes 
de v, e v, (ou deu, e u) - (Fig. 6.4.1.a). 


Figura 6.4.1.a 


e Os eixos do sistema х’ 0 y” tanto podem ser suportes de u, ou 4; € 
de v, ou A», porque esses vetores têm, respectivamente, a mesma direção e o 
mesmo sentido. 


2º) Translação de eixos 


A equação (3), por meio de uma translação de eixos, pode ser simplifi- 
cada. De fato: 


3x? + y? + 12x -2y + 10 = 0 

(3x2 + 12x) + (у?-2у) = -10 

3(х? + 4x) + (у2-2у) = -10 

3(x7 + 4x + 4) + (y?-2y + 1) = -10 + 3(4) + 1 

3( + 22 + (y - 1) = 3 (4) 
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Pelas fórmulas de translação de eixos, fazendo 


X = (х + 2) 

Y gn, 
a equação (4) fica 

ЗХ? + Y? =3 
ou 

EY 


que é a equacáo reduzida da cónica (1), referida ao sistema X 0' Y no 
qual 0” (-2, 1), sendo as coordenadas de 0’ medidas no sistema х’ 0 y”. 


b) A cónica, representada pela equação (1), é uma elipse cujos semi- 
eixos medem 1 e УЗ, estando o eixo maior sobre o eixo dos Y (Fig. 6.4.1.b). 


Figura 6.4.1.b 
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2) Determinar a equação reduzida e o gênero da cónica representada 
pela equacáo 


16x? - 24 xy + 9 y? - 15x - 20у + 50 = 0 (1) 
Solução 
a) 1º) Mudança de base 


A equação (1) na forma matricial é 


[x Li k B ца gage sod od [| Eos e 


que, por uma mudança de base, é transformada na equação 
a 0 > 
1 x 

у e [= 1551—20 

Ë vilo Д B [ ] 


na qual À, е À, são os valores próprios da matriz simétrica 


тэ 
21 | 


e as colunas 


л x2 
ZU DU 


são os vetores próprios unitários de A, associados a 4, e À,, respectivamente. 


Ху X4 


M seso O 
Xi Х| Y 


Os valores próprios de А são À, = 0e À, = 25 e os vetores próprios de 
A são v, = (3,4) e v, = (4, -3), sendo os seus respectivos vetores unitários 
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3 
5 
3 4 
m=(5"5) 00 д = 
4 
Š 
4 
"EE 2 
„= (6° - 5) Ou „= 
3 
5 


(Os cálculos ficam a cargo do leitor). Logo, a equação (2) fica 


3 4 
0 X 5 5 x 
[x |: А) К ЗО 415521 -120] ) А MEET 
том 
ou 
25y?-25x + 50 = 0 
ou ainda 
у2-х + 2 = 0 (3) 


que é a equação da cónica (1), referida ao sistema x’ 0 y’ cujos eixos são suportes 
dev, e v, (ou deu, e uo). 


22) Translacáo de eixos 


A equacáo (3), por meio de uma translacáo de eixos, pode ser simplifi- 
cada. De fato: 


у2-х +2 = 0 
у? =x-2 
Dm -x-2 (4) 
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Pelas fórmulas de translação de eixos, fazendo 


X=(x-2) 
Y = (y - 0), 

a equacáo (4) fica 
Y? =X 


que é a equação reduzida da cónica (1), referida ao sistema X 0” Y no 
qual 0 (2, 0), sendo as coordenadas de 0” medidas no sistema x' O y’. 


b) A cónica representada pela equação (1) é uma parábola de paráme- 


tro igual a + sendo o seu eixo o eixo dos X (Fig. 6.4.1.c). 


y 
XiX 
e SSI N 2 
1 
I 
1 
! 
1 
| 
7 ' 
U 
0 3 14 Х 
I 
' 
! 
A = 05 Y 
y 


Figura 6.4.1.c 
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3) Determinar a equacáo reduzida e o género da cónica representada 
pela equacáo 


4x? - Зу? + 24 xy - 156 = 0 (1) 


Solucáo 


a) Tendo em vista que essa equacáo náo apresenta os termos de 1° grau 
emxey (d = e = Ona equação (6.1), item 6.1), a solução dependerá somente 
da mudança de base. A equação (1) na forma matricial é 


[x y] be | H - 156 = 0 


que, рог uma mudanca de base, se transforma na equacáo 


„м 2! 3 
pe y] | 0 à M - 156 = 0 (2) 
na qual À, e À, são os valores próprios da matriz simétrica 
_ | 4 12 
A = | 12 = | 


O cálculo dos vetores próprios (ou dos seus correspondentes vetores 
unitários), como se vë na equacáo (2), é dispensável para a obtencáo da equacáo 
reduzida, a náo ser que se deseje construir o gráfico da cónica (que é o caso 
presente, por razões de ordem didática), pois são esses vetores que determinam 
o novo referencial х 0 y’. 


Os valores próprios de A são 4, = -12 e 4, = 13, sendo v, = (3, -4) e 
v, = (4, 3) os vetores próprios associados, respectivamente a À, e 4,. (Cálculos 
a cargo do leitor). Logo, a equação (2) fica 


-12 0] [x 
boy | - 156 = 0 
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ou 
-12х7 + 13y? = 156 
ou ainda 
у? x ae 
12 13 


que é a equação reduzida da cónica (1) referida ao sistema x O y”. 
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b) A cónica representada pela equacáo é uma hipérbole com eixo real 


sobre o eixo dos y” (Fig. 6.4.1.d), sendo o semi-eixo real igual a У12. 


Figura 6.4.1.d 
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6.4.2 — Problemas Propostos 


Nos problemas 1 a 12, determinar a equacáo reduzida, o género da 
cónica representada pela equaçáo dada em cada um deles, e fazer o respectivo 
gráfico. 

1) 17x? + 12xy + 8y? - 10x + 20у + 5 = 0 
2) 7x? + y -8xy - 17 V5x +11V5y+41=0 
3) 4x? + y? + 4ху + 5 У5х + 10У5у + 5 = 0 
4) x +y +xy+5V2x+4V2y+1=0 
5) 4x? + 6xy - 4у + 20x - 20y - 19 = 0 
6) x? + 2ху + y2-8x + 4 = 0 
7) 3x -2xy + 3y?-2x- 10у-1 = 0 
8) ху + 4 V2 x + 6V2 y + 30 = 0 
9) x? + y + 2ху-4У2 x = 0 
10) 16x? + 9y? - 96x + 72у + 144 = 0 
11) 4x* - 5? + 8x + 30y-21 = 0 
12) 2-6x + 8у +1= 0 
Nos problemas 13 a 20, determinar, por meio de uma mudança de 


referencial, a equação reduzida, o género da cónica representada pela equacáo 
dada em cada um deles, e fazer o respectivo gráfico. 


13) 3x? + 2xy + 3y2-4 = 0 
14) 2x? + y? + 2 V6 xy = 16 
15) 7x7 -8xy + y? + 36 = 0 

16) xy = 2 

17) 5x! + 4xy + 2y2- 12 = 0 
18) 7x! + 13y? - 6V3 xy - 16 = 0 
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19) x + y? + 4ху-3 = 0 
20) 3x? + 2xy + 3 -4- 0 


6.4.2.1 — Respostas dos Problemas Propostos 
1) E + Y = 1, elipse 

2) x B Y = 1, hipérbole 

3) Y? = 3X, parábola 

4) х + x = 1, elipse 


5) Y? - X2 = 1, hipérbole 
6) Y^ = 2 VZ X, parábola 


7) 3 + ; d 1, elipse 
Wax e 
8) a AT 1, hipérbole 


9) Y2 = 2X, parábola 


> NE : 

10) 9 + a 1, elipse 
1222 TT 

11) gue ыш 1, hipérbole 


12) X? = - 8Y, parábola 


2 
13) х2 + 23 = 1, elipse 


206 Introdução à Álgebra Linear 


mo FO m 

14) т 1, hipérbole 
TUN x? Ч? 

15) uie de 1, hipérbole 
х? y? :ЭР 

16) “ИЙГЛ, 1, hipérbole 
X e : 

17) 2 + єз 1, elipse 


x? 
18114258 y? = 1, elipse 


x2 
19) х? cm — 1, hipérbole 


DA 
20) x? + 5; = 1, elipse 


NOTA SOBRE AS QUÁDRICAS – O estudo das superfícies quádri- 
cas representadas por equacóes do tipo 


ах? + by? + cz? + 2dxy + 2 exz + 2fyz + mx + ny + pz + q = 0, 


na qual a, Б, с, d, eef não são todos nulos, é feito de forma análoga ao realizado 
neste estudo das cónicas. 


Apëndice 


MATRIZES, 
DETERMINANTES E 
SISTEMAS DE EQUAÇÕES 
LINEARES 


Este APÊNDICE não é um curso sobre Matrizes, Determinantes e 
Sistemas de Equações Lineares.* Aqui serão tratados somente os itens neces- 
sários à compreensão dos assuntos e à solução dos problemas abordados nesta 
Introdução à Álgebra Linear. 


MATRIZES 


АЛ — Matriz de ordem m por n é um quadro de m x n números 
dispostos em m linhas e n colunas: 


d а ... Ar, 
HO цг оёх a 
dm an2 Ann 


* Para um estudo detalhado da Álgebra Matricial, ver Matrizes, Determinantes e Sistemas de 
Equações Lineares — Alfredo Steinbruch - Editora McGraw-Hill. 
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e A matriz na qual m * n é retangular se representa por Açm, n) € se 
diz de ordem m por n (ou m X n). 


e A matriz na qual m = n é quadrada se representa por A, ou (Aq, n)) 
e se diz de ordem n. 


e Cada elemento de uma matriz A está afetado de dois índices: aj. O 
primeiro índice indica a linha e o segundo a coluna a que o elemento pertence. 


e A matriz A pode ser representada abreviadamente por А = [ai], 
і variando de 1a m (i = 1,2, ..., т) ej variando de 1 an (j = 1,2, ..., n). Assim, 
se a matriz tem 2 linhas (m = 2) e 3 colunas (n = 3), ao fixar para i o valor 16 
fazendo j variar de 1 a 3, obtém-se а aj, 245 fixando, a seguir, para i o valor 
2 e fazendo j variar de 1 a 3, obtém-se a, a» 423 


а а, а,» 


а а 


п а Әз 


e A matriz de ordem m рог 1 ё uma matriz-coluna ou vetor-coluna е a 
matriz de ordem 1 por n é uma matriz-linha ou vetor-linha. Exemplos: 


ВЕ : A) -3 8 


e A matriz de ordem 1 X 1 é representada do mesmo modo que os 
números reais: n, 0, etc. 


A2 — Diagonal principal e diagonal secundária — Numa matriz qua- 
drada A, de ordemn = 3, por exemplo: 


a, а, а; 
A = А = |а, а, аз 
а а а 


9 


os elementos a; em quei = j constituem a diagonal principal: a, аз азз; OS 
elementos а; ет quei +j =п+1=3 + 1 constituem a diagonal secundária: 


аз а» аз. 
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A.3 — Matriz diagonal e matriz unidade — A matriz quadrada D que 
tem os elementos а; = 0 quando і = j é uma matriz diagonal. A matriz diagonal 
que tem os elementos a; = 1parai = j é uma matriz unidade. Indica-se a matriz 
unidade por I, ou, simplesmente, por I. Exemplos: 


3 um 100 

D=|0 mi | L=I=|0.1 0 
1 3 

0 12411111 


АА — Matriz zero é a matriz cujos elementos são todos nulos. Indica- 
se a matriz zero por 0: 


А.5 — Matriz oposta de uma matriz А = [aj] é uma matriz В = [b;] 
tal que b; = -a;. Indica-se a matriz oposta de A por -А. Exemplo: 


SIT [33 


A.6 — Matriz оа а triangular inferior — А matriz 
quadrada A = [aj] que tem os elementos а; = 0 para i > j é uma matriz 
triangular superior e a matriz B = [b;] que tem os elementos b; = Орагаі < j 
é uma matriz triangular inferior. Exemplos: 


АЛ — Igualdade de matrizes — Duas matrizes А = [aj] e B = [bi], 
de mesma ordem, são iguais se, e somente se, a; = bi. Exemplo: 


3 5 gh [з =2 
а" roseta 
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A.8 — Adição de matrizes — A soma de duas matrizes А = [aj] 
e B = [bj], de mesma ordem, é uma matriz C = [c;] tal que c; = a; + bj. 
Exemplos: 


1) d dy а; Е dy b, bi E 
a, а, 85 b, b, b; 

NI GU tb, а, +, 45950, 

ay tb, a,+b, ал 


2 adora fogões Zi. db 78 -9 
ES E 9 E 7 | 

A.8.1 — Diferença de duas matrizes — А diferença A - В de duas 
matrizes, de mesma ordem, é definida por A + (-B). Exemplo: 


ВЕ ИИ 


A.8.2 — Propriedades da adição de matrizes — Para as matrizes А, В 
e C, de mesma ordem, tem-se: 


D A + (Bida С) = (A +В) + C 
ПА-8-8-3А 

ID) A+0=0+A=A 

IV) А + (-А) = -А+А = 0 


A.9 — Produto de uma matriz por um escalar — Se À é um escalar, о 
produto de uma matriz A = [ aj ] por esse escalar é uma matriz B = [bj ] tal 
que bi == Да. 


st ud. SG) ep Slip a 207 00, . 3 
эха. 5 S9 [- 3) 195.25 * 15 
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А.9.1 — Propriedades da multiplicacáo de uma matriz por um escalar 
I) (aß) A = a(BA), a, B € IR 

П) (a+ B) A = аА + BA 

Ш) a (A + В) =aA + aB 

IV) 1А = А 


A.10 — Produto de uma matriz por outra — Sejam as matrizes A 3) € 
Bar; 
(3,1): 


А= [2 4 3] e B = 


NA 


O produto AB é, por definição, uma matriz Cap tal que 
6,72X64-4X7-- 35512 F28-F 15 — 35, 


isto é, c4, é a soma dos produtos, na ordem em que estáo dispostos, dos 
elementos da matriz-linha A pelos elementos da matriz-coluna B. 


A matriz Ca. = [55] é o produto da matriz Aq; pela matriz Bg p: 


A x B C 


les) (50135 VILO 


O produto AB é definido somente se o número de linhas de B (no caso, 3) 
é igual ao número de colunas de A (no caso, também 3). Por outro lado, a ordem 
da matriz C é dada pelo número de linhas de A (no caso, 1) e pelo número de 
colunas de B (no caso, também 1), isto é, Ca 1). Se se escrever em ѕедйёпсіа a 
ordem da matriz A e a ordem da matriz B 


(1, 3) Ou 
Балаган nio cui 


o segundo e o terceiro números, sendo iguais, indicam que a multiplicação é 
possível, e o primeiro e o quarto números indicam a ordem da matriz- 
produto C: 
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океј x в! С 


(1,3) au” 


AN, EM 


Dadas duas matrizes Ac з € Вз 4 por exemplo, cada linha de A pode 
ser considerada como uma matriz-linha e cada coluna de B como uma matriz- 
coluna, e a matriz Ар зу X Bg, p é uma matriz Co, 4): 


a, 1) 


Y ht 
Ae» < Вз) = Cos) 
{б — Antros sim bn] 
Exemplo: 
51214. 1 
lua [80 26 60 40] . 
Maja" Tha g T Ё 5 | : : > 5 _ 25 34 s) = Cas 


O elemento c3, = 34 de C se obtém multiplicando a segunda matriz- 
linha de A pela terceira matriz-coluna de B: 


ca =2х4+5х1+3х7=8 +5 + 21 = 34 


e os demais elementos de С se obtém de modo análogo. 


А.10.1 — Problema resolvido — Calcular o produto das matrizes: 
24-17 ЫГ 

Solução 

Ag AB 


TONDI Ий рагах HE Буу 
велке |; 4 СЕЕ 


E interessante assinalar que a matriz В tem 2 linhas e uma só coluna: 
e o elemento da primeira linha é 2x + 7y 


e o elemento da segunda linha é 3x + 5y. 
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e O fato de que a matriz B tem 2 linhas e uma só coluna permite 
escrever, sob a forma matricial, o seguinte sistema de equacóes, por exemplo: 


2x + 7у = 16 
3x + Sy = 13 


De fato, fazendo. 


[d eB en 


pode-se escrever que AX — B, ou 


53 Lal 


ou, ainda, 


2x + 7y| _ | 16 
3x + 5у| |13 
e, de acordo com a definição de igualdade de matrizes: 


2x + 7y = 16 
3x + Sy = 13 


A.10.2 — Não comutatividade da multiplicação de duas matrizes — 
Em geral, a existência do produto AB não implica a existência do produto BA. 
Exemplo: 


A 


(3, 5) x B 


69 = Cao 

Entretanto, o produto Bs ç X Ag, s) não existe porque 6 = 3, isto é, o 
número de colunas da primeira matriz náo coincide com o número de linhas da 
segunda matriz. Mesmo quando as multiplicacóes A x B e B X A sáo possíveis, 
0s dois produtos sáo, em geral, diferentes: 
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мэ жыр a ee LUE 
Maa X By = Сад 
Boo X Aga = Das) 
Ainda que A e B fossem matrizes quadradas de ordem n, os produtos 


AB e BA seriam também matrizes quadradas de ordem n e, ainda assim, 
difeririam, em geral. Sejam, por exemplo, as matrizes 


54104444 
8-13 1-1 5 
ld EM 


Osprodutos AB e BA sáo diferentes, o que significa que a multiplicacáo 
de duas matrizes náo é comutativa. 


BA 


e Existem, entretanto, matrizes A e B tais que AB = BA, porém essa 
náo é a regra. Há dois casos que interessam particularmente e um deles é o 
seguinte: AI = IA = A. Exemplo: 


КНН: АЯ 


О outro caso será visto no item A.22. 


A.10.3 — Propriedades da multiplicação de uma matriz por outra — 
Admitindo que as ordens das matrizes possibilitem as operações, tem-se: 


D (AB)C = A(BC) 

ID (A + B)C = AC + BC 

HI) C(A + B) = CA + CB 

IV) («А)В = A (aB) = о(АВ), a € IR 
V) AB 4 BA, em geral 
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A.11 — Matriz transposta de uma matriz A, de ordem m porn, é a 
matriz At, de ordem n por m, que se obtém escrevendo ordenadamente as linhas 
de A como colunas. Exemplos: 


a a, 

11 1 
җы а 85 а; At ina : 
х: e = |а„ а |; 


В 


lI 
Ea 
Y CA 
O ra 
pog 
o 
x= 
Ш 
L- а! 
ке л 
оо Ww 
EAS 


A.11.1 — Propriedades da matriz transposta 

D (А + B} = A! + В! 

П) («A) = КА, к € IR 

Ш) (A) = A 

IV) (AB) = B'A! (ver problemas 15 e 16, itens A.14 e A.14.1) 


A.12 — Matriz simétrica é uma matriz quadrada S tal que S' = S, 
Exemplo: 


1 


o 

I 

сл 
со чо tA 


9 


A.13 — Matriz anti-simétrica é uma matriz quadrada A tal que A! = -А. 
Exemplo: 


216 
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A.14 — Problemas propostos 


Os problemas 1 a 6 referem-se ás matrizes: 


A км Бйхсё zang 
A=[ | в = |; | A S ЯГ 


1) Calcular A + B. 
2) Calcular A + C. 
3) Calcular C - A. 
4) Calcular -2A. 

5) Calcular 6B. 

6) Calcular -3C. 


Os problemas 7 a 16 se referem ás matrizes: 


1-2 
p. ШЗ 1 M EET T 
E s= |; 2 78 | 5 
5 9 
17275 08148 
NEUE 
Эрэ ЧҮ AR NU NE 
стар 5:219 


7) Calcular АВ. 

8) Calcular BA. 

9) Calcular BC. 

10) Calcular CA. 
11) Calcular (AB)C. 
12) Calcular A(BO). 
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13) Determinar a matriz АГ. 

14) Determinar a matriz В'. 

15) Calcular (АВ). 

16) Verificar a igualdade (AB) = B'A'. 


Os problemas 17 e 18 referem-se á matriz: 


"A 9 
A=|4 7 1 
3 6 2 


17) Calcular A + А! = Se verificar se S é simétrica. 
18) Calcular A - A' = P e verificar se P é anti-simétrica. 
A.14.1 — Respostas ou roteiros para os problemas propostos 


1 e 2) Os problemas sáo resolvidos de modo análogo ao Exemplo 2, 
item A.8. 


3) Oproblemaé resolvido de modo análogo ao Exemplo do item A.8.1. 


4 a 6) Os problemas sáo resolvidos de modo análogo ao Exemplo do 
item A.9. 


7 a 10) Os problemas são resolvidos de modo análogo ao Exemplo do 
item A.10. 


11) Roteiro: 19) calcular AB = D; 22) calcular DC. 
12) Roteiro: 19) calcular BC = E; 22) calcular AE. 


13 e 14) Os problemas sáo resolvidos de modo análogo aos Exemplos 
do item A.11. 


15) Roteiro: 19) calcular AB; 2º) calcular (AB), 


16) Roteiro: 1º) calcular B' = F; 2º) calcular At = G; 3º) calcular FG; 
comparar FG com (AB)' calculado no problema 15. 


17) S é simétrica. 


18) P é anti-simétrica. 
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DETERMINANTES 

A.15 — Classe de umapermutação — Considere o leitor uma permu- 
tacáo 

acb 


dos três elementos a, b, c e seja 
a b c, 


na qual os elementos estáo na ordem alfabética, a permutacáo principal. Diz-se 
que dois elementos de uma permutacáo formam uma inversáo se estáo em 
ordem inversa à da permutação principal. 


Assim, na permutacáo dada acb, os elementos c e b formam uma 
inversão. Uma permutação é de classe par ou de classe ímpar, conforme apre- 
sente um número par ou ímpar de inversões. A permutação acb é de classe 
ímpar. 


A.16 — Termo principal e termo secundário — Dada uma matriz 
quadrada qualquer, ao produto dos elementos da diagonal principal, dá-se o 
nome de termo principal e ao produto dos elementos da diagonal secundária 
dá-se o nome de termo secundário. Assim, dadas as matrizes 


a a a 
mE aj gi бы 11 12 13 
= е = |а, y а, 
da dy 1 d d 
31 32 33 


> 


na matriz A, o termo principal é a,,a,, e o termo secundário é a,,a,;; na matriz 
B, o termo principal é a,,a,,a33 e o termo secundário é a,32,,y- 


A.17 — Determinante de uma matriz é a soma algébrica dos produtos 
que se obtém efetuando todas as permutacóes dos segundos índices do termo 
principal, fixados os primeiros índices e fazendo-se preceder os produtos do 
sinal + ou -, conforme a permutação dos segundos índices seja de classe par ou 
de classe ímpar. 
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ii F | han 


A utilizacáo da definiçáo e o cálculo de determinantes de matrizes 
quadradas de ordem 2 e de ordem 3 serão feitos nos itens seguintes. 


e Ordem de um determinante é a ordem da matriz a que o mesmo 
corresponde. Se a matriz é de ordem 3, por exemplo, o determinmante será de 
ordem 3. 


e Representação de um determinante — A representação do determi- 
nante de uma matriz A, que será designado por det A, faz-se de maneira análoga 
à da matriz, colocada entre dois traços verticais. Exemplos: 


3 2 24. 2 
шА-17 al det B = = ANS: 
nt. 8 9 


e Linhas e colunas de um determinante — Embora o determinante de 
uma matriz A sejaum nümero real, costuma-se, por comodidade, falar nas linhas 
e nas colunas do determinante que são as mesmas linhas e colunas da matriz A. 


A.18 — Cálculo do determinante de 22 ordem — O determinante de 2* 
ordem é o que corresponde à matriz de ordem 2: 


a, 


a, 


O termo principal do det A é a, az, e os segundos índices são 1 e 2. O 
conjunto í 1, 2 ) admite duas permutações: 12 e 21, a primeira de classe par e 
a segunda de classe ímpar, considerando 12 a permutação principal. De acordo 
com a definicáo, pode-se escrever: 


310 ta 
detA = аа лү Sao m 
[жЕ 
Exemplo: 
Sa Pm 
det À = 2 7(3)-5(2)-21-10:11 
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A.19 — Cálculo do determinante de 3ºordem — O determinante de 32 
ordem é o que corresponde á matriz de ordem 3: 


d do а; 
А = ја, а, dy 
dy 85 а; 


O termo principal do det A é a, az ass e os segundos índices são 1, 2 e 
3. O conjunto (1, 2, 3) admite seis permutacóes 123, 231, 312, 132, 213 e 321, 
as três primeiras de classe par e as três últimas de classe ímpar, considerando 
123 a permutacáo principal. De acordo com a definição, pode-se escrever: 

det А = 2,25 Ay + a, a, dy + 8,585, 85; Ay a, 485 - 


9913 054 433 ¿4707 (1) 
Na prática, obtém-se essa fórmula de dois modos: 


a) Desenvolvimento do determinante por uma linha — A fórmula (1) 
pode ser transformada na seguinte: 


detA = + а (а,, dy” а, а) - dy (a, a33 7 а аз) + 
+ 85 (a, à - 85 аз) 


ou 
гэн а аз ам 85 
12 
da 83 


аз аз 


det А = + 911 а 
33 


+ 814 
da аз 


5 


isto é, o determinante da matriz A, de ordem 3, é igual à soma algébrica dos 
produtos de cada elemento da primeira linha pelo determinante menor que se 
obtém suprimindo a primeira linha e a coluna correspondente ao respectivo 
elemento dessa linha, fazendo-se preceder esses produtos, alternadamente, 
pelos sinas + e -, iniciando pelo sinal +. Essa maneira de escrever a fórmula 
(1) para calcular um determinante de 3º ordem é denominada desenvolvimento 
do determinante pela 1º linha. Exemplo: 


— a. 
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2 4 
detA = 17-8 T3 
з 8 


Ix pe 
8 ЮРЕ 9 


det A = 2 (-45 - 56) - 4 (9 + 21) + 3 (8 - 15) 
det А = 2 (-101) - 4 (30) + 3 (-7) = -202- 120-21 = -343 


e Um determinante pode ser calculado desenvolvendo-o por qualquer 
linha ou por qualquer coluna, cuidando-se a alternáncia dos sinais + e - que 
precedem os produtos. No caso do determinante de ordem 3, a alternáncia dos 
sinais + e -, por linha e por coluna, é a seguinte: 


+ 


b) Regra de Sarrus — A fórmula (1) também pode ser obtida pela Regra 
de Sarrus, que consiste no seguinte: 


19) repetem-se as duas primeiras colunas à direita do quadro dos 
elementos da matriz A; 


22) multiplicam-se os trés elementos da diagonal principal bem como 
ostrês elementos de cada paralela a essa diagonal, fazendo preceder os produtos 
do sinal +; 


32) multiplicam-se os trés elementos da diagonal secundária bem como 
os trés elementos de cada paralela a essa diagonal, fazendo preceder os produtos 
do sinal -. Assim: 


“нь MS hort TA a. 
Das Caz $ 24 < 
a за 
pes Pe od ын ыг a 


+ + 


det A = aj; 4, dy + à 2 Ay + аза 85 - а; аз Ay - 


-a,, a,, 835 - 313 Az, 84, 
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Exemplo: Calcular 


2 14 3 
detA = J е MT 
- З.У 
Soluçao 
>S М4 
2 4 3 2 4 
3 Без 3. 
Pd TS PO 
- - - ал £ + 


det A = + (-90) + (-84) +24 - 45 - 112-36 = -90-84 + 
+ 24 - 45 - 112 -36 = -343 
A.19.1 — Problemas resolvidos 


1) Resolver a equação 


8-х 10 
2 7- x 


Solução 
(8-x) (7-x) - 20 = 0 
56-8x-7x + x2-20 = 0 
x?- 15x + 36 = 0, 
equação cujas raízes são x, = 12 e x, = 3. 
2) Resolver a equação 


3- x - 1 1 
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ааа венаси o 
Soluçao 


-1 5- x 


@ am 28552 


1 - 1 - 1 
3- x Da за: 


(3-х) (15 - 8х + х2-1) + 1-3 +х+ D) + 1(1-5 + х) = 0 

45 -24x + 332-3- 15x + 8-2 +х-3 +х+1+1-5 +х = 0 
-x° + 11x? - 36x + 36 = 0 

x? - 11x? + 36x- 36 = 0 


Na equação do 3º grau, as soluções inteiras, caso existam, são divisoras 
do termo independente -36. Com as devidas substituições na equação acima, 
verifica-se que x = 2 é uma delas. Conseqüentemente, x-2 é um fator de 
polinômio x? -11x? + 36x - 36. Dividindo o polinômio por (x-2) a equação poderá 
ser apresentada assim: 


(x - 2)(х2 - 9х + 18) = 0 
ou 
(x - 2)(х - 3)(x - 6) = 0 
As raízes dessa equação são x = 2,х = 3 ex = 6. 


A.20 — Cálculo de um determinante de ordem maior do que 3 — O 
cálculo de um determinante de ordem n > 3, por envolver um número exces- 
sivamente elevado de operações, não é feito desenvolvendo-o por uma linha 
(ou coluna). Atualmente se calcula um determinante de ordem n > 3 por outro 
processo com o auxílio de um computador. Entretanto, aqui esse assunto náo 
será visto, uma vez que, na Introdução à Álgebra Linear, os problemas abordados 
exigem só o cálculo de determinantes de ordem 2 e de ordem 3. 
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A.21 — Problemas propostos 


Os problemas 1 a 8 se referem às matrizes: 


2 -4 6 los q 
ЧЕ E B^ s -9:52 1259 2-3-1 
, есед {| РК" 2 =] 
1) Calcular det A. 2) Calcular det B. 
3) Calcular det C. 4) Verificar se 
det (B + C) = det B + det C. 
5) Verificar se 6) Sese trocar a primeira linha pela 
det (BC) = det (B) x det (C). segunda na matriz , o que acon- 


tece com det B? 


7) Se se multiplicar a segunda co- 8) Verificar se det B = det Bt. 
luna de C por 2, o que acontece 
com det C? 


Nos problemas 9 a 12, resolver as equacóes: 


9) mt оа Ут; 10) ^ Ç 215 
ND TS :2. Zx PAE X. 
LAR = 8 2 1 3 |=0 
ado у 3 2 1 
A.21.1 — Respostas dos problemas propostos 
1) detA = 0. 2) detB = 128. 
3) detC = 1. 4) A igualdade náo se verifica. 
5) A igualdade se verifica. 6) det B fica multiplicado por -1. 
7) det C fica multiplicado por 2. 8) A igualdade se verifica. 
9) x= 18ех = 5. 10) x = 3. 


11) х= 4. 12) х= 10. 
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INVERSÃO DE MATRIZES 


A.22 — Matriz inversa de uma matriz — Dada uma matriz quadrada 
A, de ordem n, se existir uma matriz quadrada B, de mesma ordem, que satisfaça 
à condição 


AB = BA = L 
diz-se que B é inversa de A e se representa por A”: 
AA! = АЛА = T 


Quando uma matriz quadrada A tem inversa, diz-se que A é inversível. 
Exemplo: Dadas as matrizes 


ASES ТИ: 
а=} | шаг | 


A é inversa de B (ou B é inversa de A). De fato: 


s ads alada load 


A.23 — Matriz singular é a matriz quadrada que tem determinante 
nulo. Exemplo: A matriz 


цах ЖА! 
é singular porque det A = 0. A matriz singular náo tem inversa. 


A.24 — Matriz não-singular é a matriz quadrada cujo determinante é 
diferente de zero. 


As matrizes A e B de A22 são não singulares porque det A = 0 
e det В = 0. A matriz não-singular sempre tem inversa. 
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A.25 — Propriedades da matriz inversa 


I) (А + B)! = A + В? 
П) (KA)! = TALE ERex#0 


Ш) (A5)! = A 
ADE 
V) (AB)! = ВЗА" (ver problemas 6 e 7, itens A.31 e A.31.1) 


A.26 — Operações elementares de uma matriz são as seguintes: 


Г) Permutação de duas linhas (colunas). 


П) Multiplicação de todos os elementos de uma linha (coluna) por um 
número real diferente de zero. 


III) Substituição dos elementos de uma linha (coluna) pela soma deles 
com os elementos correspondentes de outra linha (coluna) previamente multi- 
plicados por um número real diferente de zero. 


А.27 — Equivalência de matrizes — Dada uma matriz A, diz-se que 
uma matriz B, de mesma ordem, é equivalente à matriz A, se for possível 
transformar A em B por meio de uma sucessão finita de operações elementares. 
Se B for equivalente a A, representa-se por B — A. 


a) Quando se desejar permutar, por exemplo, a segunda linha pela 
terceira de uma dada matriz A, escrever-se-á assim: 


ЖЕ ШЕ: A 
АВЧ Эф ээ үс” SA E AT 
010548812 05 5058.2 


b) Quando se desejar multiplicar todos os elementos da segunda linha, 


: 1 PR 
por exemplo, da matriz A, por др escrever-se-á assim: 
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(ар Эс: | МЯ irg EB 
Me jo 4 p o L: A ЫЕ 
Шш oj 0 


с) Quando se desejar substituir os elementos da primeira linha, рог 
exemplo, da matriz A,, pela soma deles com os elementos correspondentes da 
segunda linha previamente multiplicados por -3, escrever-se-á assim: 


10 33 15| == 3С: 104 g 
А,-10 1 3 А,-10 1 3 
йз D 2 0 Ü 22 


Examinando as operaçóes elementares que foram efetuadas com a 
matriz A até obter a matriz equivalente As, verifica-se que: 


| I) Aoperação Ly, foi realizada para tirar um zero da diagonal principal 
e poder colocar em seu lugar, após outra operacáo, o número 1. 


II) A operação i L, foi efetuada para, em lugar do nümero 4 da 
diagonal principal, se obter o número 1. 


HI) A operação L, - 3L, foi efetuada para, em lugar do número 3, 
situado acima do número 1 da diagonal principal, se obter um zero. 


А.28 — Transformação de uma matriz na matriz unidade — Qualquer 
matriz quadrada A, de ordem n, com det A 0, pode ser transformada na matriz 
equivalente I, de mesma ordem, por meio de uma sucessão finita de operações 
elementares, isto é, I — A. Exemplo: Transformar a matriz quadrada A na matriz 
equivalente I. 


24 4-1: 113 
Sua Xr a PRENNE TT e 
2 5 3 s ш 
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Pereda TE 
4 2 2 2 2 
E Desa T ^7 |o 4 0o > tr 
0 4 0 цагг 
Ib алаарга ЧҮЙ 
даара qua erigir: 2 
01 0 ` uu 
Ú eru 0 0 -4| >- in 
22222120 100 
A he A=|0 10 
0:501 50 m 
0:054 


Como se vé, a matriz A, por meio de uma sucessáo finita de operacóes 
elementares, foi transformada na matriz equivalente I. 


A.29 — Inversão de uma matriz por meio de operações elementares — 
A mesma sucessão finita de operações elementares que transformam a matriz 
quadrada A na matriz unidade I, transforma uma matriz I, de mesma ordem, na 
matriz A”, inversa de A. Para determinar, pois, a matriz inversa de A: 


a) coloca-se ao lado da matriz A uma matriz I, separada por um traço 
vertical; 


b) transforma-se, por meio de operacóes elementares, a matriz A 
numa matriz L, aplicando-se, simultaneamente, à matriz I, colocada ao lado de 
A, as mesmas operacóes elementares. Exemplo: Determinar a matriz inversa 
da matriz: 
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Solução 
I tM 0 D 
-2 3 j 0 1 0 *Eb-2Lh 
-1 2-1|00 1| >L,+1L, 
1 =з (11150 0 1 
0 «3 1|2:1 ӨР 
0-1 011 0 1 
1 -3 1 1 0 O>L+3L;: 
0 1 TS нг, 0 
3 3 3 
Q* HI 0 1 0 1|> L, + 1L;: 
Tome d Т Ш 
o 1 -1|.2 41 i 
Bl 37513 
1| 1 1 
Ü. 0-2: guto Mia Se: 
L o olh- oU 
a d 1 
PA A A s cr cili eae E 
сн аа Аз аа 
FDO Mar De 
TOY узт) 
0-119 49 |-3| q -1 
Y 00 Xm 1-3 


Uma vez que a matriz A foi transformada na matriz I, a matriz 


a РЕ). 
A! 
15-88 
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é a matriz АЛ, inversa de A. 


O leitor pode fazer a verificação efetuando o produto AB, cujo resul- 


tado deve ser I. 


А.29.1 — Inversão de uma matriz de ordem 2 — Determinar a inversa 
da matriz: 
-la b 
к= 
Solução 
1 
! еу 1 213 o 
Ма. с поа = cl, 
1 b 1 0 
a a 
0 Каны Шы 1 
а а 


а а 
mas 
det A = 5 1 = ad- bc 
eg 
Fazendo: 
ad-bc = п 


e substituindo (2) em (1), vem: 


bc n x 
d- — = = então: 
a a 


(1) 


(2) 
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vils |с" 


DRECUUFLTDCTLÓUAGM dp cá E TES SRI 
СӘ a 
pa о jo 
I 
slo “lr 
Б po ` 
y 
TE 
1 
Ф | 


1 bc n + bc ad - bc + bc ad d 2 
piu er or o. = = == XH 
a an an an an n 
[ESI Am 
n n 
o 1-5 2 
n n 


Uma vez que a matriz A foi transformada na matriz I, a matriz 


= le 8 fo: 


é a matriz A”, inversa de A. 


A.29.1.1 — Regra prática — Examinando o resultado do item ante- 
rior, verifica-se que se pode obter a matriz A”, inversa da matriz A de ordem 2, 
permutando os dois elementos da diagonal principal, trocando os sinais dos dois 
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elementos da diagonal secundária e dividindo os quatro elementos de A por 
det À = n. 


А.29.12 — Problemas resolvidos — Nos problemas 1 a 3, determinar 
a matriz inversa de cada uma das matrizes M, N e B, respectivamente, sendo: 


Со. T pess _ |cos@ -sen 
Mie E | шах E | s B ү = 


Soluções 
К A 
Е 2 Ы 402 10 10 
1) der = |) EE: 18 = 10 e M E: D 
10 10 
16% (Abd +30 5 a lod. -m5 
2) аам = |$ J 1555 j- en = | 
3) det B = de, йн sen Ui j е 
56619  со80 


Ha cosó senô 
-senf cos 


A.30 — Matriz ortogonal é a matriz quadrada A cuja transposta A' 
coincide com a inversa A”. A matriz B do problema 3, item A.29.1.2 é ortogonal. 
De fato: 


20106058 бете Der cost “56108107... 
С pa me ag Bor | эь 


A.31 — Problemas propostos — Nos problemas 1 a 5, determinar a 
matriz inversa de cada uma das matrizes dadas. 
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= [tan 
рА- |2 à 
EU 
E 1 
Ee 
ro seg 
СЭ 
Дйн» nain cad quid 
em 
Ж 08 
So = csse e 
E 


Dadas as matrizes A e C dos problemas 1 e 3: 


6) Calcular (AC)! 
7) Verificar a igualdade (AC)! = СТА" 


A.31.1 — Respostas ou roteiros para os problemas propostos 


1 a 3) Os problemas sáo resolvidos de modo análogo aos do item 
A.29.1.2. 


и ш ado 
ТОМ 2 23 22 
ORAS AA 
IOS Don М 
PLIN MN, 
Sypin|:8 23.7 
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6) Roteiro: 
19) calcular AC; 
2º) calcular (AC). 
7) Roteiro: 
1º) calcular C! = G; 
2º) calcular A! = H; 
3º) calcular GH; 


4º) comparar GH com (АС)! calculado no problema 6. 


SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 


A.32 — Equação linear é uma equação da forma 
ax tax +. + ах, = b 


na qual ху, x», ..., x, São as variáveis; ау, a), ..., a, 840 os respectivos coeficientes 
das variáveis e b é o termo independente. 


e Os valores das variáveis que transformam uma equação linear em 
identidade, isto é, que satisfazem a equação, constituem sua solução. Esses 
valores são as raízes da equação linear. Exemplo: A equação 

2x + y = 10 


admite, entre outras, as raízesx = Зеу = 4, pois 2(3) + 4 = 10. 
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A.33 — Sistema de equações lineares é um conjunto de equações 
lineares: 


a + арх Ta... + a = bi 
821Х| + dx) Tos. + ak 


| 
eg 
N 


a ad m= bm 


e Osvalores das variáveis que transformam simultaneamente as equa- 
ções de um sistema linear em identidade, isto é, que satisfazem a todas as 
equações do sistema, constituem sua solução. Esses valores são as raízes do 
sistema de equações lineares. 


A.34 — Sistema compatível é o sistema de equações lineares que 
admite solução, isto é, que tem raízes. 


e Um sistema compatível é determinado quando admite uma única 
solução. Exemplo: O sistema 


2x + Зу 
3x + 4y 


18 
25 


é compatível e determinado, pois tem como raízes unicamente x = 3 ey = 4. 


e Um sistema compatível é indeterminado quando admite mais de uma 
solução (neste texto, admite infinitas soluções). Exemplo: O sistema 


100 
200 


Гах + 2y 
| 8х + 4y 


é compatível e indeterminado, pois admite infinitas soluçóes: 


y 0:11 24] 4 | 61 87] 220507127 par To pisa: 
xo 125124 231: 220 21120 1149 118) 12416153 
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A.35 — Sistema incompatível € o sistema de equacóes lineares que 
não admite solução. Exemplo: O sistema 


[3x + 9 
| 3х + 9y 


é incompatível, pois 3x + 9y náo pode ser simultaneamente igual a 12 e igual a 
15 para mesmos valores de x e y. 


12 
15 


A.36 — Sistema linear homogéneo é o sistema de equacóes lineares 
cujos termos independentes sáo todos nulos. Exemplo: É homogéneo o sistema: 


3x + бх, = 0 
12x, + 24x = 0 


e Todo sistema linear homogêneo tem, pelo menos, uma solução, 
denominada solução trivial: x, = 0 (no caso, i = 1,2), isto é,x, = x, = 0. Além 
da solução trivial, o sistema homogêneo pode ter, não necessariamente, outras 
soluções denominadas soluções próprias. No exemplo dado, as soluções próprias 
são x, = -2X,. 


A.37 — Sistemas equivalentes são sistemas de equações lineares que 
admitem a mesma solução. Exemplo: Os sistemas 


Du 


2x - 4y 


42 М x + 2y = 14 
12 х- 2у = 6 


são equivalentes porque admitem a mesma solução: x = 10еу = 2. 


А.38 — Operações elementares e sistemas equivalentes — Um sistema 
de equações lineares se transforma num sistema equivalente quando se efetuam 
operações elementares sobre suas equações: 


1) Permutação de duas equações. 


II) Multiplicação de uma equação por um número real diferente de 
zero. 


III) Substituição de uma equação por sua soma com outra equação 
previamente multiplicada por um número real diferente de zero. 
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A.39 — Matriz ampliada de um sistema de equações lineares — Dado, 
por exemplo, um sistema de equacóes lineares 


2x, + 4x, = 16 
5x, яр 2х, = 4 
10x, - 4% = 3, 


esse sistema, omitindo as variáveis e о sinal =, pode ser representado assim: 


2 4 | 16 
S. un 
10 а. 


Essa matriz, associada ao sistema dado, é chamada matriz ampliada do 
sistema. Cada linha dessa matriz é uma representacáo abreviada da equacáo 
correspondente no sistema. O traco vertical é dispensável, mas é colocado para 
facilitar a visualizacáo da matriz dos coeficientes das variáveis e da matriz-co- 
luna dos termos independentes. 


A.40 — Solucáo de um sistema de equacóes lineares — Para resolver um 
sistema de equacóes, representado pela matriz ampliada, transforma-se, en- 
quanto for possível, no número 1, por meio de орегасбев elementares adequa- 
das cada elemento а,, no quali = j, e em zeros os demais elementos das colunas 
em que se situam esses a;. Ao fim dessas operações se obterá a solução do 
sistema. As operações elementares aplicadas a um sistema de equações lineares 
serão indicadas do mesmo modo que na inversão de matrizes. 


A.40.1 — Problemas Resolvidos 


1) Resolver o sistema do item A.39. 


Solução 
2 411012 IL. 1.21]8 
Э 220204 5-2 4| Лс 
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1 2 8 1 1 2 Si Ep. 
Ооо [36M о ена р 1 3 
йй = [=] 0 -24|-77| > L, + 241: 


1х + 0x = 2 
0х, + 1х = 3 


0 : 2 Esta matriz corres- 
0 0x, + 0x, = -5 


-5 ропае ao sistema: 


que é equivalente ao sistema dado. Ora, como nào existem valores que satis- 
façam a 3º equação (Ox, + 0х, = -5), o sistema é incompatível. 


e O método exposto é o da redução da matriz ampliada do sistema à 
matriz em forma de escada. 


2) Resolver o sistema homogêneo: 


Эх, + бх, - 9x = 0 
2x + 4х, - бх; = 0 


Solução trivial: x, = х, = х; = 0 


Soluçóes próprias 


3 6-9] 0] * iL LA IO 
2 4-010 2 tug Le 2552 


1 2 -3| 0| Esta matriz corres- lx + 2x, - 3x, = 
0 0 010| ponde ao sistema: Ox, + 0x, + 0x; 


lu I 
oo 


que é equivalente ao sistema dado. A 22 equacáo náo estabelece nenhuma 
condição para ху, x, e хз. Portanto, a solução será dada pela 1º equação: 
X, = -2x, + 3x4 Os valores de x, se obtêm atribuindo valores arbitrários 
а хех. 
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—————————————————— A A 


3) Estabelecer a condigáo que deve ser satisfeita pelos termos inde- 
pendentes a, b e c para que seja compatível o sistema: 


хав Гут Z = a 
y + 2z = b 

x + dy + z = ç 
Soluçao 

1 2-409 ASIA 

ОТР 22:10 O 112 21 b 

1::5-3) Ape", Sd 01/52 85 а| OL; - IL; 

uo a Esta matriz | 1x + 2y - = à 

Ого АВ corresponde | Ox + ly + 22 = b 

0 0 0| c-a-b| aosistema: Ох + 0у + 0z= c-a- b 
Se с-а - b fosse um número n diferente de zero, o sistema seria 


| incompatível porque a última equação 0х + бу + 02 = n # 0 não é satisfeita 
| para nenhum valor de x, y e z. Logo, para que o sistema dado seja compatível é 
necessário que: 

c-a-b=0 
ou 

a+b-c=0 


4) Resolver o sistema: 


| OX 335 5 == 
A O 


сл оо O 
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Solucáo 

T 3 oil 3 1 
De Soc pgs Ps 42, que 1. |= 2 > - 3510 
5062-2852: ЕЗИ 28 (55:16:40 |-2 


ICC | s'-E'uan qe : 5 

1 1(:211-2 
EM Elm E 

“1 ч 
0-1 01-2 - L, + 1L, 0 0 i Se >- 3 L;: 
14 fist 0 us 
йе к рне O 

no 112 

jp 


A última matriz ampliada corresponde ao sistema: 


1х, + 0x, + 0x, = 5 
Ox, + 1x, + Ox, 
Ox, + 0х, + 1x, = 4, 


il 
ы 


equivalente ao sistema dado, cujas raízes são x, = 5, x, = 2 e x, = 4. 


Quando, como no caso presente, a matriz quadrada dos coeficientes das 
variáveis, contida na matriz ampliada do sistema, é transformada na matriz 
unidade, o método de solucáo do sistema é denominado de método de Gauss- 
Jordan. 


A40.2 — Caso particular de solução de sistemas de equações lineares 
— O problema 4 de A.40.1 é um caso particular: é o caso em que o número de 
equações (3) é igual ao número de variáveis (3) e a matriz dos coeficientes da 
variáveis, podendo ser transformada na equivalente matriz unidade, tem 
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inversa. Esse fato está sendo mencionado para assinalar que o método de 
redução da matriz ampliada à matriz em forma de escada serve para resolver 
qualquer sistema de m equações lineares com n variáveis, homogêneo ou não, 
com m # n ou m = n. Entretanto, quando m = ne o determinante da matriz 
dos coeficientes for diferente de zero (caso particular), o sistema pode ser 
resolvido, além de pelo já citado método de Gauss-Jordan, de outras maneiras. 
A seguir, seráo vistas duas dessas maneiras. 


A.40.2.1 — Método da matriz inversa — Seja o sistema: 


айы E Ao чи cb A =; 
dy, F ах; FR 25 ахх Da 


x 
| 


ay + ах +.. + a 


nn n n 
Fazendo: 
ап ар din X b, 
A | SA E = M es E Є ЗЭ b2 
ам dn ann Xn b, 


5 


o sistema pode ser escrito sob a forma matricial 


à ap din X р, 
da а» дэд | _ |b 
dn1 9,2 Ann Х, b, 


ou, utilizando a forma abreviada: 


AX = B 
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Pre-multiplicando ambos os membros por A”! (a matriz A tem inversa, 
pois det A * 0), vem: 


АЛ AX = ATB 
IX = A'B 
X = A'B 


A solução do sistema se obtém, portanto, multiplicando a matriz A”, 
inversa da matriz A dos coeficientes das variáveis, pela matriz-coluna B dos 
termos independentes. Exemplo: 


Resolver o sistema 


lx; - Зх, 16 = Q3 
=> 2х, + 3х, k ° 1x, UE 8 
^de + 2% 2 ig = +3 


Solução: Fazendo 


r 


1l 25311 X 3 
A=|-2 3-1 Х = |x, e B= |-8 
Б О х, -5 


> > 
o sistema se transforma em AX = Be a solucáo é dada por 


X = A'B, 


mas, como se viu no exemplo de A.29: 


пСО 
ACI Els 2534 
пе silo 
logo: 
sl Ado 14 3 5 Х| 
ХЭ d reu! sort 281 = 21е 
sab sed wid = 4 


X3 
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isto é, х = 5, x, = 2 e хз = 4 


А.40.2.2 — Regra de Cramer — A regra de Cramer é utilizada, em 
geral, só para resolver sistema de 2 equações com 2 variáveis ou de 3 equações 
com 3 variáveis. A regra, que não será demonstrada, mas verificada com um 


exemplo, consiste no seguinte: 

1) calcula-se o determinante D da matriz dos coeficientes das 
variáveis; 

2) calcula-se o determinante D, da matriz que se obtém substituindo, 


na matriz dos coeficientes das variáveis, a coluna dos coeficientes da variável x; 
pela coluna dos termos independentes; 


3) calcula-se x; pela fórmula: 


No caso de um sistema de 2 equações lineares com 2 variáveis, i varia 
de 1 a 2; se se tratar de um sistema de 3 equações com 3 variáveis, i 
varia de 1 a 3. 


Exemplo — Resolver o sistema: 


ЭХ, 1 Ax - Ex = 8 
2x, - 4х, - 2x, = - 4 
laço e 4 


Solucáo — (O cálculo dos determinantes fica a cargo do leitor.) 


3 _2 =5 боо 55 
D=|2 -4 -2| 2932 .D,=|-4 -4 -2| = 96 
1-2 -3 -4 -2 -3 
з 8 -5 3 «8 NE 


D,=|2 -4 -2 -6 D=|2-4 -4|у= 32 
1 -4 =3 i -2 4 
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D, 096 _ 
D, _ 64 
X5 =p = 32 = 2 
Бэ, 32 
A.41 — Problemas Propostos — Resolver os sistemas 
2x + dy + б> = -6 
De da = -38 
dx Fog d- dz = -3 


W 
» 
I 
N 
< 
! 
+ 
N 
II 
! 
pa 
= 
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Х, = Х, == 
X + x нг = 6 


x+ 2y+ 4z = 0 
9) 12x + 6y + 12z = 0 

3x + 9y + 18z = 0 

3x + 5y = -1 
ЗЕ I 


e Convém resolver o problema 10 pelo método da matriz inversa (е 


esta se determina pela regra prática vista em A.29.1.1) ou pela regra de Cramer. 


А.41.1 — Respostas dos problemas propostos 


Alza 2 - 132 
4 y 8 


2)x=3, y=3 e z=- 


1) x = 


3) O sistema é incompatível. 

4) Solução trivial: x = y = z = 0 
Soluçóes próprias: x = -4y -6z 

5) Só a solução trivial: x = y = z = 0 

6)x=3, y=2 e z=4 

7) x, = 4, x, = 3 e x, = -4 

8) x, = x, = 3 - 2x, 

9) Solução trivial: x = y = z = 0 
Soluções próprias: x = 0 e y = -2z 

10)x=3 e y = <2 
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